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TRABAJO PRACTICO IV 3 71 

^ 60 Determinar los rangos de A y de A A* por Gauss Jordan. 

Demostrar primero que S c (A + B) C S c (A) + S c (B). A1 pasar a la relacion entre sus 
dimensiones, tener en cuenta 2.8.1. 

4 62 i ) considerar el elemento generico de la diagonal de AB y de la diagonal de BA. 

H ) asocial- y aplicar i). 
iii) aplicar ii). 

4-63. Premultiplicar por A la relacion AX = aX,y tener en cuenta que A 2 = A. 

4.64. Realizar la misma multiplication que en el ejercicio anterior y considerar que A 2 = I. 

4-65. i ) Expresar X como producto de matrices, calcular su cuadrado y tener en cuenta que 
X ( T donde t es la matriz nx 1 formada por unos, es un escalar, y por lo tanto igual a 
su traspuesta. 

| > —* . 1 

Resulta A = — 1 1 , o sea, una matriz nxm cuyos elementos son iguales a — 

n 2 n 

ii) Se obtiene A =~ 1 1 . 

n 

iii) Dcspucs de desarrollar la sumatoria y reducir terminos, se llega a que 

A = I —— T 1 1 . El lector puedc comprobar que esta matriz es idempotente. 
n 

446. Efectuar el producto entre I - T y la suma indicada. Considerar que T n = N. 

4-67. Particionar A en dos bloques del tipo 4 X 2,y efectuar el producto. 

4-68. Trasponiendo terminos se piueba que A admite inversa. 

4-69. Por Gauss Jordan se obtiene 

1 P P 2 P 3 

0 1 P P 2 

0 0 1 p 

0 0 0 1 

4-70. Para la condicion necesaria, efectuar los productos AB y BA, e igualarlos para obtener 
a y 0. Para la condicion suficiente, efectuar ambos productos sustituyendo B por su 
expresion. 

4-71. Aplicar induccion completa. 



1 1-1 

4-72. i ) A = I 1 -1 0 

\0 1 1 
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PROLOGO 


Este libro responde a los contenidos de fa asignatura ALGEBRA LINEAL, que 
figura en /os planes de estudios del ciclo basico de Matematica de las facultades e 
institutos de profesorado. Se supone adquirido el conocimiento de /os temas 
re/ativos a! algebra de conjuntos, re/aciones. y funciones, y de las estructuras de 
grupo, andlo y cuerpo. Esencialmente se desarro/la aqui la estructura de espacio 
vectorial y se estudian los mode/os particulares indispensables en la formacidn actual 
de profesiona/es y en las aplicaciones a disciplinas de uso cotidiano, entre las que 
citamos, por ejemplo, la Estad/stica y la Investigacion opera tiva. 

El esquema seguido es analogo at expuesto en Algebra I, editado por EL 
ATENEO en 1972. La teoria es i/ustrada con el desarrollo de e/emplos en los que el 
alumno puede apoyarse. En cada capitulo se propone un trabajo practico cuyas 
respuestas se sugieren en el texto. 

Agradezco a la editorial EL ATENEO y a su personal la co/aboracidn que me 
ban bnndado en todo to concernientc a esta publicacion. 


ARMAIMDO 0. ROJO 


Buenos Aires, mayo de 1973. 
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Capitulo 1 


ESTRUCTURA DE ESPACIO VECTORIAL 

SUBESPACIOS 


1.1. INTRODUCCION 

La estructura de espacio vectorial, que tratamos en este capitulo, es el concepto basico 
del Algebra Lineal. Confiere unidad y precision a temas esenciales de la matematica que 
tienen vastas aplicaciones en la ciencia y en la tecnologia actuales. Despues de introducir el 
sistema axiomatico y de dar las propiedades fundamentales, proponents los espacios 
vectoriales de funciones,de los que se derivan los modelos de los espacios de matrices, 
n-uplas y sucesiones de elementos de un cuerpo. Se da, finalmente, el concepto de 
subespacio. 


1.2. CONCEPTO DE ESPACIO VECTORIAL 

Sean: V un conjunto no vacio, K un cuerpo, + y . dos funciones, que llamaremos suma y 
producto, respectivamcnte. 

Definition 

El objeto (V, +, K,. ) es un espacio vectorial si y solo si se verifican los siguientes: 


Aj . La suma es una ley de composition interna en V. 

+ : V 2 -> V 


0 sea 


xeVAyeV^x+yeV 

Esto significa que la suma de dos elementos cualesquiera de V es un unico elemento de 
V. 

A 2 . La suma es asociativa en V. 


(x + y) + z = x + (y + z) 
cualesquiera que sean x, y, z en V. 
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A 3 . Existe un neutro para la suma en V. 

El elemento neutro se denota con 0. 

30eV/VxeV:x+0=0+x=x 
A 4 . Todo elemento de V adinite inverso aditivo u opuesto en V. 

VxeV, 3yeV/x + y = y + x = 0 
A1 opuesto de x lo denotamos con —x, o sea, y = —x. 

A 5 . La suma es conmutativa en V. 

x + y =y + x 

cualesquiera que sean x, y en V. 

A 6 . El producto es una ley de composicion externa en V con escalares u operadores 
en K. r 

,:KXV-»V 

De acuerdo con 5.6, Algebra /, del mismo autor, la imagen del par (a, x), donde a eKy 
x e V, se escribe a x y se llama producto del escalar a por x. 

O sea 

aeK a xe V =>ax e V 

A 7 . El producto satisface la asociatividad mixta. 

V aeK, V/3eK,VxeV:a(0x) = («0) x 

Observamos aqui que los dos productos que figuran en el primer miembro 
corresponden a la ley de composicion externa. Pero el producto a 0 del seeundo 
miembro se efectua en K. 

A 8 . El producto es distributive) respecto de la suma en K. 

VaeK, V0eK, V xe V: (a+j3)x=ax+0x 

La suma a + 0 se efectua en K, pero la suma que figura en el segundo miembro 
corresponde a la ley de composicion interna en V. 

A 9 . El producto es distributive respecto de la suma en V. 

VaeK, VxeV, VyeV: a.(x + y) = a x + a y 
Las dos sumas se rcalizan en V. 

A io- La unidad del cuerpo es neutro para el producto. 

VxeV : lx =x 

donde 1 denota la identidad en K. 

Los axiomas A,, A 2 , A 3 , A 4 y A s caracterizan a (V ,+) como grupo abeliano. Los 
ultimos cinco axiomas son relativos a la ley de composicion externa. 

Los elementos de V se Hainan vectores; en particular, el elemento neutro para la suma 
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recibe el nombre de vector nulo. A menudo hablaremos del espacio vectorial V, 
sobrentendiendo que nos referimos a la cuatema (V, + , K,.). La simplification de las 
notaciones hace conveniente el uso de los mismos simbolos para nombrar las leyes de 
composition interna en K, la suma en V y el producto de escalares por vectores. O sea, al 
decir K nos estamos refiriendo al cuerpo (K, +, .)> donde los signos “+” y denotan las 
dos leyes de composition interna en K, que no tienen el mismo significado que las que 
figuran en (V, +, K, .)■ Distinguiendo adecuadamente los elementos de K y los de V, no hay 
lugar a confusion. 

Asi 


a + p es una suma en K x + y es una suma en V 

a p es un producto en K a x es el producto de un escalar por un vector 


Ejemplo 1-i. 

Scan: V = R 2 , K = R, la adicion definida en R 2 por 

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) (1) 

y el producto de numeros reales por elementos de R 2 definido mediante 

et (a , b) = (a a, a b ) (2) 

Resulta (R 2 , +, R ,.) el espacio vectorial de los pares ordenados de numeros reales 
sobre el cuerpo de los numeros reales. 

En efecto, de acuerdo con los ejemplos 5-2 y 5-5 iv) del texto nombrado, es (R 2 , +) 
un grupo abeliano. 

Por otra parte se verifican: 

A 6 . Por la definition (2). 

A 7 .a (0(a,b)) = a(Pa,Pb)= { a (0fi), a: (0 &)) = ( (ec(i)a , (a0) b ) = 

= (a 0) ifl . b) 

Hemos aplicado la definicion (2), la asociatividad del producto en R y la definicion 
(2). 

A 8 . (a -I- 0) (a , b) = ( (a+/3)<7, (a+/3)bj = (ua+(}a,<xb+(ib) = 

= (a a , a b) + (/3 a , 0 b) = a (a , b) + ft (a , b) 

De acuerdo con (2), la distributividad del producto respecto de la suma en R, y las 
definiciones (1) y (2). 

A 9 . a ^ (a , b) + (c, d) ) = a (a + c, b + d)= | a (a + c) , a {b + = 

= (a a + a c, a b + a d) - (a a, a b) + (a c, a d) = a (a, b) + a (c , d) 
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Segiin (1), (2), distributividad de la multiplicacion respecto de la adicion en R y las 
definiciones (1) y (2). 

A J0 . 1 (a , b) = (la , \b) - {a ,b) 

El significado geometrico de las operaciones de este espacio vectorial es el siguiente: 
la suma de dos vectores no colineales del piano queda representada por la diagonal del 
paralelogramo que forman. El producto de un numero real a por un vector no nulo 
x~(a,b), es el vector ax que dene la misma direccion que x; el mismo sentido si 
a>0, y sentido opuesto si a<0. Corresponde a una dilatacion si la l> 1 y a una 
contraction si I a I < 1. Si a = 0, entonces se obtiene el vector nulo. 



Ejemplo 1-2. 


En R 2 se definen: la suma, como en el ejemplo 
externa mediante 


anterior, y la ley de composicion 


<*(a,b)=(a,a) (2’) 


Se verifica, como antes, que (R 2 , +) es un grupo abeliano. 

En cuanto a (2), satisface A 6 . Su significado geometrico es el siguiente: todos los 
pares ordenados que tienen la misma absisa, al ser multiplicados por cualquier numero 
real, se proyectan sobre la primera bisectriz paralelamente al eje de ordenadas. 
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Tambien se satisface A 7 , pues 

a (P(a,b)) =oc(a,a) = (a,a) = (aH)(a,b) 
No se verifica A 8 , ya que 

(a + 0) (a , b) = (a , a) 

pero 

a: (a , b) + 0 (a , b) = (a , a) + (a , a) = (2a , 2a) 


Este hecho es suficiente para afirmar que no se trata de un espacio vectorial. 

El lector puede comprobar que esta interpretacion cumple A 9 pero no A 10 . 
Observamos aqui que la estructura de espacio vectorial no es inherente exclusivamente 
al conjunto V, sino que, ademas, depende de K y de las leyes de composicion que se 
definan. Aclaramos que toda vez que se mencione al espacio vectorial (R 2 , +, R, .) se 
sobrentendera que la suma y el producto son los definidos en (1) y en (2) del ejemplo 


Ejemplo 1-3. 

La estructura de espacio vectorial no es un sisteina axiomatico independiente, pues A s 
puede deducirse sobre la base de los restantes axiomas. 

En efecto 
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x + x+y + y = lx + lx+ ly + ly=(l + l)x+(l + l)y-(l + 0(x+y) 

= 1 (x + y) + 1 (x + y) = lx + ly + lx + ly = X + y + X + y 

envirlud de Ai 0 , A 8 , A 9 , A g , A 9 y A 10 . 

0 sea 

x+ X + y +'y =X+ y + x +y 

Por ley cancelativa en el grupo (V , +) resulta 

x + y =y + x 


1 .3. PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS VECTORIALES 

Sea (V, +, K,.) un espacio vectorial. 

1.3.1. El producto del escalar 0 por cualquier vector es el vector nulo. 

En efecto, por neutro para la suma en K y A 8 es 

a x = (a + 0)x = ax + Ox 

Por A 3 se ticne 

johc + 0 0 x 

Y por ley cancelativa resulta 

0 x = 0 


1.3.2. El producto de cualquier escalar por el vector nulo es el vector nulo. 


Por A 3 y A 9 es 


Entonces 


Por A 3 


ax=a(x + 0)=«x+a0 

ax+aO=ax 
j)hc+ aO =jshc+ 0 


Y por regularidad en (V, +), resulta 


aO = 0 



PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS VECTORIALES 


7 


1.3.3. Si el producto de un escalar por un vector es el vector nulo, entonces el escalar es 0 o 
el vector es nulo. 


«x=0^ft=0vx=0 

Se presentan dos posibilidades: a = 0, o bien, a =£ 0 

En el primer caso es verdadera la primera proposition de la disyuncion que figura en la 
tesis, y por consiguiente esta es verdadera. 

En el segundo caso es necesario probar que x = 0. 

En efecto, siendo a^O, existe el inverso multiplicative en K, a" 1 . Partiendo de la 
hipotesis, premultiplicando por a 1 , usando A 7 , 1.3.2., el producto de inversos en K y Ai 0 
se tiene 

a x = 0 => a 1 (a x) = of 1 0 => (a 1 a) x = 0 => lx = 0 x = 0 


1.3.4. El opuesto de cualquier escalar por un vector es igual al opuesto de su producto. 

(--a) x = - (a x) 

Teniendo en cuenta A 4 , 1.3.1., la suma de opuestos en K y A a , es 

-(ffx) + ax = 0=0x = (-a + a) x = (-a) x + a x 
De 

(a) x +j 0 hc= - (a x) 

despucs de cancelar, resulta 

(-- a) x = - (a x) 

En particular se tiene 

(—1) X = —(1 x) — —X 


1.4. ESPACIO VECTORIAL DE FUNCIONES 

El simbolo K x denota el conjunto de todas las funciones con dominio un conjunto X i= 0 
y codominio un cuerpo K, o sea 

K x = {f/f: X->Kf 

En K x definimos la suma de funciones y el producto de escalares por funciones mediante 

i) Si f y g son dos elementos cualesquiera de K x , entonces f + g : X -► K es tal que 

(f+ g)(x)=f (x) + g(xr) VxeX 

ii) Si a es cualquier elemento de K y f es cualquier elemento de K x , entonces 
a f : X -> K es tal que 


(a f) (x) = a f (x) VxeX 
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Tanto la suma de funciones con dominio y codominio K, como el producto de 

escalares por funciones, se Hainan leyes de composition punto a punto. 

Resulta (K X , + ,K,.) un espacio vectorial. Para ello, veamos que se verifican los 
axiomas. 

A 1 .feK x AgeK x =>f + geK x por la definicion i) 

A 2 .Sean f, g y h en K x . Cualquiera que sea x e X se verifica, teniendo en cuenta la 
definicion i) y la asociatividad de la suma en K: 

((f + g) + h) (x) = (f + g) (x) + h (x) = (f (x) + g (x)) + h (x) = 

= f (*) + ( g (*) + h (*)) = f (x) + (g + h) (x) = (f + (g + h) (x) 

Y por definicion de funciones iguales resulta 

(f+ g)+h = f + (g + h) 

A 3 . El vector nulo es la funcion nula 

e: X -> K definida por e (a;) = 0 cualquiera que sea x eX. 

Sea f c K x . Teniendo en cuenta i), la definicion de e y la suma en K, es 
(f + e) (x) = f (x) + e (x) = f (x) + 0 = f (x) . 

Luego 

f + e= f 

Analogamente se verifica que e + f = f. 

A 4 . Inverso aditivo de f e K x es la funcion -f : X -> K definida por (~f) (*) = -f (x) 

En efecto, para todo x e X se verifica 

(- f + f) (x) = (- -f) (x) + f (x) = -f (x) + f (x) = 0 = e (x) 

0 sea 

(-f) + f = e 

Analogamente se prueba que 

f + (-f) = e 

A 5 . La suma en K x es conmutativa, ya que 

( f + g) (x) = f (x) + g (x) = g (x) + f (x) = (g + 0 (x) 

Luego 

f + g = g + f cualesquiera que sean f y g en K x . 


A 6 . a e K A f e K x => a f e K x por la definicion ii). 
A 7 . SeanaeK,|3eKyf eK x . 
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Entonces 

(“H W = “ =« (l>m) = («®f(r)= ( (a »f) (,) 

Lucgo 


A 8 . Considerando 

aeK,0eKy feK x es 

(( a + P)f )(*) = (<*+ P)f(x) = ocf( X )+pf( X ) = 

= (0tf)(x) + (pf) (X) = (a f + 0 f) (jc) 

lo que » justifies teniendo en cue,,,a 11), ,a distrlbu.ivldad y ,a asocialividad del produce 
Entonces es 


(a- + 0)f = af + 0f 


A 9 . Sean aeK, f eK x y g eK x . 

y Outline 0, diStribU “ Vidad del produc <° -P«*> * la suma e„ K y por las definiciones 11) 

w=“ (( f +g) to) =«(f(*) + g(*)) = 

= «f(*) + ttg(*) = (of)( Jc) + ( a |)M = (af + (|(g)(x) 

0 sea 


a(f+g) = a f+ag 


A 10 . Cualquiera que sea f en K x se verifica 

(If) (a:) = 1 f(*) = f(jc) 

Luego 


,,o ve d toriai dc ]as funciones definidas en ei conjunt ° 

este espacio TuncoZ ^ * C ° mP ° S1Ci6n PU " t0 a p ““>' L <* stores de 

La figura siguiente explica la situacion en el case particular en que K = R y X = [ 0,1 ] 
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1.5. ESPACIO VECTORIAL DE /i-UPLAS DE ELEMENTOS DE K 


Con relation al espacio vectorial de funciones (K x , +, K,.) consideremos el caso 
particular en que X es el intervalo natural inicial I„. Toda funcion f: I„ -* K es una n-upla de 
elementos de K, y escribiendo K 1 ” = K" es (K", +, K,.) el espacio vectorial de las n-uplas de 
elementos de K. 

Las definiciones i) y ii) dadas en 1.4. se traducen aqui de la siguiente manera: 

i) Si f y g denotan elementos de K'\ entonces f + g es la funcion de 1„ cn K definida 
por 

+ g) (0 “ f (0 + g (/) cualquiera que sea i e l„ 

Es decir 


c i ~ ( f + g) (0 = f (0 + g (0 = fl/ + b t 

donde a u b t y c t son las imagenes de i dadas por f, g y f + g, respectivamente. 

En consecuencia, dos n-uplas de elementos de K se suman coniponente a componente. 

ii) Si a e K y f e K", entonces a f es la funcion de I n en K definida por 
(a f) (?) =af (?) cualquiera que sea ? e I n . 

Denotando mediante c,• la imagen de i dada por ex f es 

Ci = (a f) (?) = a f (?) = a 




ESPACIOS DE N-UPLAS Y DE MATRICES j j 

Es decir, el producto de un elemento de K por una n-upla se realiza multiplicand© en K a 
dicho elemento por cada componente de la n-upla. 

En particular (K, +, K,.) es el espacio vectorial donde los vectores se identifican con los 
elementos del cuerpo K. En este caso, la ley de composition externa es interna. 

En consecuencia, (R. +, R, •) es el espacio vectorial de los niimeros reales sobre el cuerpo 
de los reales. Este es un caso particular del espacio vectorial de las n-uplas de niimeros reales 
sobre el cuerpo de los reales, que denotamos mediante (R", +, R, .). 

(C n , +, C, .) es el espacio vectorial de las n-uplas de niimeros complejos sobre el cuerpo de 
los complejos. 


1.6. ESPACIO VECTORIAL DE MATRICES n x m 

Particularizando nuevamente con relation al espacio vectorial tratado en 1.4., considere- 
mos X = l„XI m ,o sea, el producto cartesiano de los dos intervalos naturales iniciales: I„ e 

Llamamos matriz n x m con elementos en K a toda funcion 

f:InXI m +K 

La imagen del elemento (/, j) perteneciente al dominio se denota por a {j . 



La matriz f queda caracterizada por el conjunto de las imagenes 

a u ... a Xm 
<*2l <*22 ■ • . a 2m 

^nl a rt2 • ■ ■ (*nm 
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y suele escribirse como un cuadro de n.m elementos de K dispuestos en n filas y m columnas. 

En cada fila o renglon se escriben las imageries de todos los pares ordenados que tienen la 
misma primera componente, y en cada columna se anotan las imagenes de todos los pares 
ordenados que tienen la misma segunda componente. El elemento de la matriz que figura en 
la fila i y en la columna j se denota por ay, y es la imagen dada por f, del par (i, f). Llamando 
A a la matriz cuyo elemento generico esay, escribiremos 


I a i\ A 12 fl 13 • • ■ Aim 
| a 2 i a 22 #23 ■ • • a 2m 


1 a n 1 a n2 a n3 • • • <^nm 


Tanto las filas como las columnas de A se Hainan lineas de la matriz. 
Abreviando, puede escribirse 


A = (a y ) donde / = 1, 2, .. n y / = 1, 2, ..m 

El conjunto de todas las matrices n x m con elementos en K es K I,,X bn y se denota 
mediante K ,lXm . 

Las definiciones i) y ii) dadas en 1.4, se traducen aqui de la siguiente manera: si A y B son 
dos matrices de K" x m , su suma es C e K” x m , tal que 

ca = (f + g) O', /') = f O',/) + g (/, /') “ a u + bn 

y el producto del escalar a e K por la matriz A es la matriz de K" x m cuyo elemento generico 
Cjj es tal que 

c u = (a f) (/, j) = a f (i ,f) = a a u 

0 sea, dos matrices del tipo nxm se suman elemento a elemento; y para multiplicar un 
escalar por una matriz nxm se multiplica dicho escalar por todos los elementos de la matriz. 

La cuaterna (K" x m , +, K, .) denota el espacio vectorial de las matrices nxm con 
elementos en K. En este espacio, los vectores son matrices. 

En particular (K” Xn , +, K ,.) es el espacio vectorial de las matrices cuadradas, es decir, 
de n filas y n columnas. 

El vector nulo del espacio K" Xm se llama matriz nula; la denotaremos mediante N, y esta 
definida por «y = 0 V / V/. 

La matriz inversa aditiva u opuesta de A = (ay) es B, cuyo elemento generico satisface la 
relacion by = -ay. Escribiremos B = —A. 

Por definicion de funciones iguales results A = B si y solo si ay = by V/ V /. 
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Ejemplo 1-4. 

En R 2 x 3 se consideran las matrices A y B cuyos elementos genericos son a$ = 2 i -j y 

by = 1 — i 2 . Obtenemos C = A — 2B. 

La expresion de C es C = A + (—2)B, y como 


/l 0-1^ 

l B = 

(° 

0 

") 

\ 3 2 1 j 


\- 3 

-3 



resulta 


C = 


1 0 -1 


3 2 1 


/ 0 0 0 
\ 6 6 6 



1.7. ESPACIO VECTORIAL DE SUCESIONES 

Sean: X = N y K N el conjunto de todas las funciones de N en K. Los elementos de K N 
son todas las sucesiones de elementos de K, y retomando lo expuesto en 1.4. resulta 
(K N , +, K, .) un espacio vectorial. 

Las definiciones i) y ii) de 1.4. se interpretan ahora de la siguiente manera: 

Cj = (f + g) (/) = f (0 + g (/) = ff, + b, V/ e N 
Cj = («f) (/) = a f (/) = a a { V/' e N 

O sea 

(a lt a 2 ,. . . , a n ,...) + (b t , b 2 ,.. b n ,.. .) = («i + b it a 2 + b 2 ,.. a n + b n ,. ..) 
a 2 , (pea it aa 2 , . . .,<xa n , . . .) 

El vector nulo es la sucesion 

0 = ( 0 , 0 ,.. ., 0 ,. ..) 


Ejemplo 1-5 

Sea R [X] el conjunto de los polinomios reales en la indeterminada X. La suma en 
R [X] se define como en 12.2.2., Algebra 1, del mismo autor. El producto de escalares 
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reales por polinomios es el habitual, o sea si c*eK y PeR[X], entonces aP es la 
funcion de N 0 en R defimda por (or P) (/) = <* p (/), CU alquiera que sea i e N 0 . 

Res ta (R [X], +, R, .) el espacio vectorial de los polinomios reales en la indetermina- 
da X sobre el cuerpo de los numeros reales. 


conjunto de los polinomios reales de grado 2 no es un espacio vectorial sobre el 
cuerpo de los reales, porque la suma no es una ley de composicion interna en dicho 
conjunto. Pero el conjunto de los polinomios reales de grado menor o igual que 2 y el 
polinomio nulo constituye un espacio vectorial sobre R. 



Ejemplo 1-6 

Sea S el conjunto de las funciones reales definidas en [0,1 ] tales que f (0) = 0, es decir 

S = lf: f0,l ] —> R / f (0) = 0} 

Como todo elemento de S pertenece a R |(U J , es S C Rl 0 - 1 1 
Considerando las leyes de composicion definidas en 1.4., se verifican 

A, .feSA ge s=>f(0)=OAg(0)=0~f(0) + g (0)=0?(f + g)(0) = 0=»f + g e s 
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A 2 . Como la suma de funciones es asociativa en R [(M 1 , tambien lo es en S. 

A 3 . La funcion nula es el vector nulo de S. 

A 4 . Todo elemento de S admite un opuesto en S. 

Si f e S, entonces —f e S, pues (—f) (0) = —f (0) = 0. 

A s . Cualesquiera que sean f y g en S, se tiene 

f+g = g + f 

pues S C R* 0 ' 1 ' 

A 6 . a eR a feS^aeR a f( 0 ) = 0=>af(0) = 0=>(af)(0) = 0=>«feS 

Los restantes axiomas, lo mismo que A 2 y A s , por ser identidades en rI°- i! se 
cuinplen en S ya que S C R ^ 0 ’ 1 \ 

En consecuencia, (S, +, R,.) es un espacio vectorial. 


1.8. SUBESPACIOS 


1.8.1. Concepto 

Dados el espacio vectorial (V, +, K,.) y el conjunto no vacio S C V, si S es un espacio 
vectorial sobre el mismo cuerpo K y con las misinas leyes de composition que en V, diremos 
que (S, +, K,.) es un subespacio de (V, +, K, .), o simplemente, que S es un subespacio de 
V. 

Definition 

S es un subespacio de (V, +, K, .) si y solo si (S, +, K, .) es un espacio vectorial. 
Cualquiera que sea (V, +, K,.), tanto V como {0} son subespacios de V, Uamados 
triviales. 

Ejemplo 1-7 

Consideremos el espacio vectorial (R 2 , +, R,.) y los subconjuntos 

T = {(x,y) e R 2 /y=x+l\ S = j(x,y) e R 2 fy = 2x) 

T no es un subespacio, pues el vector nulo (0,0) i T. 

En cambio, S es un subespacio de R 2 , ya que 

1° (S, +) es un subgrupo de (R 2 , +). En efecto, de acuerdo con la condition suficiente 
demostrada en 8.4.2., Algebra I, del mismo autor,se verifica 

(x , y) eS A (x\.)OeS=>y = 2x a y’=2x’=>y-y’=2(x-x r )=> 


=> (x - x\y - y *) e S => (x, y) + {-x\ ~y 0 e S 



estructura de espacio vectorial, subespacios 

2° Respecto de la ley de composicion externa consideramos 

A 6 . a e R a (x, j>) e S => a eR a y = 2x =>ay = 2 ax =>(«*, ay) e S =*a (*, y) e S 

Los axiomas A,, A a , A, y A,„ , por ser igualdades en R 2 , se cumplen en S ya que 




De la definition se deduce que (S, +, K,.) es 
(S, +) es un subgrupo de (V, +) y S es cerrado 


un subespacio de (V, +, K, .) si y solo si 
para el producto por escalares. 


1.8.2. Condicion suficiente 


en tone es^S^ e^u n°subespacio ^e^V^-f^lT, 0. SUma 7 ^ P ° f eSCaJar6S ’ 


Hipotesis) (V, +, K,.) es un espacio vectorial 

0 ^sc v 

1. xeS a y eS^x+yeS 

2. «eKAxeS=>axeS 

Tesis) (S, +, K,.) es un subespacio de (V, +, K,.) 


Demostracion) 


1° Consideremos dos vectores cualesquiera x e y en S. De acuerdo con 
la hipotesis, por 1.3.4. y por la condicion 1. de la hipotesis.se tiene 


la condicion 2. de 
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xeSAyeS=> xeS a (-l)y eS=> xeSA-yeS=> x + (-y) e s 
En consecuencia,(S, +) es un subgrupo de (V, +). 

2° S es cerrado para el producto por esealares, de acuerdo con la condicion 2 de la 
hipotesis. 

La aplicacion del teorema demostrado es esencial para determinar si un conjunto S es un 
subespacio de (V, +, K, .). Para que lo sea, deben verificarse las condiciones que figuran en la 
hipotesis del mismo, a saber: 

1. S*4> 

2. SCV 

3. xeS AyeS=>x + yeS 

4. aeKAxeS^axeS 

Estas condiciones son, ademas, necesarias. Es decir, sabiendo que S es un subespacio son 
proposiciones verdaderas. 

Ejemplo 1-8 

Sean: el espacio vectorial (R 3 , +, R,.), y el conjunto S de las ternas ordenadas de R 
tales que la tercera componente es igual a la suma de las dos primeras. 

0 sea 

s= I (X 1 ,X 2 ,X 3 )€R 3 lx 3 = Xj + X 2 } 

Afirmamos que S es un subespacio de R 3 , pues 

1. (l > 2,3)eS=>S^0 

2. SCR 3 por la definicion de S. 

3. (x\, x 2 , x 3 ) eS A (yi,y 2 ,y 3 )eS=>x 3 = x l +x 2 a y 3 = yi +y 2 => 

+ y 3 =(x> +yi) + (x 2 +y 2 )=>(x l +y { ,x 2 +y 2 ,x 3 + y 3 )e S=> 

= > (x { ,x 2 ,x 3 ) + (y 1 ,y 2 ,y 3 )eS 

Hemos aplicado sucesivamente: la definicion de S, la adicion en R, la definicion de S y 
la definicion de suma de ternas. 

4. a e R a (xj, x 2 , x 3 ) eS^aeR a x 3 = Xi +x 2 => 

^<xx 3 -axi +Q>x 2 =>(ax l ,ocx 2 ,ax 3 )eS=>oc(x ll x 2 ,x 3 )€S 

Por definicion de S, multiplication en R, definicion de S y la definicion de producto 
de esealares por ternas. 

A1 subespacio S pertenecen las ternas (x,, x 2 , x 3 ) e R 3 que satisfacen la condicion 

x \ + x 2 -x 3 =0 
Esta ecuacion define un piano que pasa por el origen. 
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Ejemplo 1-9 

Considerando el espaeio vectorial de las funciones reales definidas en 10 11 aue 
denotamos medrante (R , +, R, sea n los subconjuntos ’ ’ 4 

1. S = (feR>//(0) = 0) 

2. S = jfeR'//(0) = i j 

f" el r C a S ° L v tiene un subes P aci0 de Rl . como fue tratado en detalle en el eieranlo 

a ia 

no -—• ■ - 

f(A')-X+I g(*)=X 2 + l 

satisfacen las condiciones 

f(°)=I g(0)= 1 

o sea, son elementos de S. Pero la suma f + g esta definida por 

ff + g)fe| = f(A) + g(v) = v 2 +X + 2 

y no pertenece a S, ya que 

(f + g)(0) = 2 

Ejemplo 1-10 

Dado cl espaeio vectorial (R 4 , +, R,.) consideramos 


s ' ( C*i. * 2 , *3, x 4 ) e R 4 /x, +x 7 +at 3 +a- 4 = l) 


Se verifica que 

1 • S gfe 0, pues (1,0, 0, 0) e S 

2. SCR 4 por la definicion de S 

3. S no es cerrado para la suma ya que 
(1, I, -1, 0) eS A (I, 1, —1, 0) eS pero 

(1, 1,-1, 0) +(1, 1, -l, 0) = (2, 2, -2, 0)^S 


fy— Cia ’ S n ° 68 U " SUbeSpacio - Por ot * el vector nulo no pertenece a 
k, y esto basta para que no sea un subespacio. P 


Ejemplo 1-11. 

Cdumnas"’ + ’ R ' ° “P*™ Ve?t ° rial de las matrices -ales de n fflas y „ 
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Si A e R"* n escribimos 


1 an 

«12 • 

. . 

021 

022 • 

• • 02 n 

Uni 

0n2 

... a nn 


Por definition, traza .de una matriz cuadrada es la suma de los elementos de su 
diagonal. La notation es 

n 

tr A = a u + a 22 +... + a nn = JC an 

El conjunto 

S = {A eR nx " /?r A = 0 | 

es el conjunto de las matrices de traza nula de R nxn , y constituye un subespacio, pues 
se verifica: 

1. pues la matriz nula N es de traza nula, y en consecuencia es un elemento 
de S. 

2. SeR' lx ' 1 por definition de S. 

3. S es cerrado para la adicion. 

Sean A y B dos matrices cualesquiera de S. Entonces 

n n 

AeSABeS^tr A = 0At/*B=0=>2 a i{ = 0a,2 b a = 0 => 

i=i 1=1 

=^2 an b (i = 0 =>.2 (a u + />*<) = 0 => 

=> tr (A + B) = 0 =>■ A + B e S 

4. S es cerrado para el producto por escalares. En efecto 

n 

aeR a AeS=*aeRAtr A = 0= > aeRA2 «,-,■ = 0 => 

i=i 

n rt 

=> a 2 a a - 0 =*• 2 a an = 0 tr (a A) = 0 =»• a A e S 


Ejemplo 1-12. 

Consideremos S = j(x lf x 2 ) e R 2 /xi >x 2 j c investiguemos si S es un subespacio de 

(R 2 ,+> R, •)■ 

Se ve de inmediato que no se verifica A 4 , pues no todo elemento de S admite 
opuesto en S. Asi 


(0, —1) eS pero (0,l)tfS 



1 ESTRUCTURA DE 1SPACI0 VECTORIAL. SUBESPACIOS 

Anahzando la situation en terminos de la condition suficiente demostrada, se verifica: 

1. S =^0 

2. SCR 2 

3. S es cerrado para la suma. 

(•^i, ^ 2 ) c SA(y,,^ 2 ) e s =>a:, >x 2 \y x >y 2 => 

’**' +y ' >x 2 +yi.*2 + yi)es~(x,, Xi ) + 0 lu y i)eS 

^ernpta ° " Cerrad ° Para d Pr ° dUC, ° P ° r eSCalareS ' C ° m ° '° demuestra el ^guiente 

(2,l)eSA(-2)(2,l) = (-4, -2)^S 
En consecuentia, S no es un subespacio de R 2 . 



1.9. OPERACIONES CON SUBESPACIOS 


1.9.1. Intersection de subespacios 

Sea (S, | con /el una familia de subespacios de (V, +, K, .). Denotaremos con S la 
interseccion de dicha familia, o sea, S = .H S f . Resulta S un subespacio de V. 


Teorema. La interseccion de toda familia de subespacios de V, 
Hipotesis) (V, +, K, .) es un espacio vectorial 

fSf) con i € I es una familia de subespacios de V 


es un subespacio de V. 
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Tesis) S = .Qj S,• es un subespacio de V. 

Demostracion) De acuerdo con la condition suficiente 1.8.2. se verifica 

1. S no es vac io, pues 

0 e S,, V/ e I => 0 e H s. => 

i e I 

=*fls f =£0=>s=£d 

i el Y 

Por ser cada S f un subespacio y por definicion de interseccion. 

2. S esta incluido en V, ya que 

Sj c v, v< e i S, c v => s c v 

Por ser cada S, un subespacio de V y porque la interseccion de toda familia de 
subconjuntos de V es una parte de este. 

3. S es cerrado para la suma. En efecto 

x e S a y e S => x e H S. A y 6 H S. => 

Jel j<=I 

=>xeS,. Ay eS t> V/e I =>x + y e S<, V/eI=> 

Eye H Sj^x + veS 

iel 1 3 

Por definicion de interseccion, y porque todo S f es un subespacio. 

4. S es cerrado para el producto por escalares. 

Consideremos a e K y x e S. Ahora bien 

aeKAxeS^aeKAxe f) s,- =*■ 

iel 

=► a e K a x e Si, V/ e I => a x e S,, V/ e I => 

=>£ 1 X 6 H s.- => a x e S 

16 I 

Ejemplo 1-13 

En (R 3 , +, R,.) consideramos los subespacios 

Sj ~ {(xi, x 2 , x 3 ) e R 3 /x 3 = 01 S 2 = j (x I ,x 2 ,x 3 )eR 3 /x I =o) 

La interseccion de estos es 

S = S, n s 2 = j (xi, x 2 , x 3 ) eR 3 /xi = 0 ax 3 = 0 } 
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Esto significa que un vector generico de S es una terna del tipo (0 ,jc 2 ,0) que puede 
expresarse mediante (0, a, 0) para algun a en R. 

Entonces 

S = {(0, a, 0) eR 3 /aeR ) 

O sea, S es el eje x 2 



Subespacios de R 3 son: R 3 , 10 }, todas las rectas que pasan por el origen y todos los 
pianos que pasan por dicho punto. Dos rectas distintas que pasan por el origen son 
subespacios cuya intersection es el vector nulo, y se llaman disjuntos. 

1.9.2. Union de subespacios 

Si S, y S 2 son dos subespacios de (V, +, K,.), entonces Si U S 2 , no es necesariamente un 
subespacio de V, como lo pmeba el siguiente ejemplo: 

Consideremos en (R 2 , +, R,.) los subespacios Si y S 2 de la figura 
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La union de ambos es el par de rectas, y eligiendo x e S 2 , y e S 2 , distintos del vector nulo, 
se tiene 

xeSj =>xeS, US 2 
y eS 2 =>y eS, US 2 


pero 

x + y/S, US 2 

1.9.3. Suma de subespacios 

Sean S, y S 2 dos subespacios de (V, +, K,.). Definimos el conjunto 
S = |x6V/x = x! + x 2 a xi eS, Ax 2 eS 2 | 

0 sea 

S=|xeV/3x,eS 1 A3x 2 eS 2 Ax = x 1 +x 2 ) 

El conjunto S se llama suma de los subespacios S 2 y S 2 y se indica 

S=S 2 +S 2 

Teorema. La suma de dos subespacios de V es un subespacio de V. 

Hipotesis) Sj y S 2 son dos subespacios de (V, +, K,.) 

S = Si + S 2 

Tesis) (S, +, K,.) es un subespacio de (V, +, K,.) 

Demostracion) Se verifican las condiciones expuestas en 1.8.2., a saber 

1. S es no vacfo, pues 

OeS, a 0 e S 2 =>0 + 0 = 0eS, + S 2 =>0eS =>S*<p 

2. S es una parte de V, por la definition de S. 

3. S es cerrado para la suma, ya que 

xeSAyeS=»x = x i +x 2 Ay = y 1 +y 2 AX l ,y 1 eS 1 Ax 2 ,y 2 eS 2 = >- 

^x + y=(xi +yi) + (x 2 +y 2 )AXt + y, e Sj a x 2 + y 2 e S 2 => 

^x+yeS 

4. S es cerrado para el producto por escalares, porque 

aeKAxeS=>aeKAx = x 1 +x 2 ax, eS 2 Ax 2 eS 2 => 

=>ax = G:x, +ftx 2 Aftx, eSjAax 2 eS 2 =>axeS 
Por consiguiente, la suma de subespacios es un subespacio. 

Un caso particular importante se presenta cuando los subespacios Sj y S 2 son disjuntos, 
es decir, si S 2 n S 2 = { 0) . En esta situation, el subespacio S = S 2 + S 2 recibe el nombre de 
suma directa de S t y S 2 , y se utiliza la notation 


S = S, ©S 2 
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Sintetizamos esto en la siguiente definition 

s = Sj ®s 2 *s = s, +s 2 a Sj ns 2 = (o) 


Ejemplo 1-14 

Consideremos primero los subespacios de R 3 

St = {(a, 0', 0)/a e R a/T e R) S 2 = ((0, 0", 7)10” e Rat e R } 

El subespacio suma S = S! + S 2 esta formado por todas las ternas del tipo 

(a, p + F\ y) = (a, P, y) 

y es R 3 . Ambos subespacios son los pianos indicados en la figura, y como su 
intersection es el eje x 2 , la suma S = S, + S 2 “ R 3 no es directa. 



En cambio, si 

Si ={(a, 0,0)/a e R} y S 2 = j (0 J , O)/0e R ) 

se tiene 

S = Sj + S 2 = |(a>0, 0)/ceRA|3eR| 

0 sea, la suma es directa y se identifica con el piano horizontal 
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Extendemos la definicion de suma de subespacios al caso en que n > 2. 
Definition 

Suma de los subespacios Sj, S 2 ,..S„ de (V, +, K,.) es el conjunto 
S = I S f = { x e V/x = 2 XiAX f eS f> V/ = 1,2, 


Resulta S = 2 Sf un subespacio de (V, +, K,.). 

Ademas, si tales subespacios son disjuntos dos a dos, o sea 

/#;=> s,n §= jo) 

entonces diremos que S es la suma directa de ellos, y escribiremos 

S = S! ©s 2 .. ©s„ 


Ejemplo 1-15 

Sean S, T y U subespacios de (V, +, K,.), tales que TCS. Entonces se verifica que 

sn(T + u) = T + (snu) 

1°. xeSD(T + U)=>xeSAxeT + U=> 
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=>xe Sax = Xj -f-x 2 Ax, e Tax 2 el)^ 

^(xi +x 2 eSAXj eS) a x 2 eU a x t eT=> 
=>x, e Tax 2 eSAx 2 eU => 

=> X! e Ta x 2 e S n U =► x, + x 2 e T + (S n U) =* 
=> x e T + (S n U) 

O sea 

sn(T + u)cT + (snu) (i) 
2°. xeT + (Snu)=>x = x 1 +x 2 axj 6Tax 2 eSnu=> 


^X! eTAx 2 6 Sax 2 eU => 

^xt eTAx, eSAx 2 €Sax 2 eV=> 

=>Xj +x 2 eSAXj +x 2 eT + U^- 
=>x, + x 2 eSn(T + U)=>xeSn(T + U) 

Luego 


T + (s n U) c s n (T + U) (2) 
De (1) y (2) resulta la igualdad. 
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1-16. Determinar si las cuatemas que se indican denotan espacios vectoriales con las 
operaciones que se indican 

i ) (R, +, Q, .) iii) (Q, +, R, .) 

ii ) (Q, +, Q, ■) iv) (R, +, Z, .) 

1-17. Sea (V, +, K, .) un espacio vectorial. Demostrar 

i ) x+y=0 =*y = —x iii) x +ay = \+az y a =£0=>y = z 

ii) x+y = x=>y = 0 iv) ax = bx y x *0=>a = b 

1-18. Determinar a sabiendo que y ^ 0 y que 

(1 -a)x+«(x-y) = x~y 

1-19. Considerando V = R r , o sea, el conjunto de las funciones reales con una variable real, 
y K = R, investigar si son espacios vectoriales sobre R: 

i ) El conjunto de las funciones continuas. 

ii) El conjunto de las funciones derivables. 

iii) El conjunto de las funciones pares, o sea, las funciones f e R r tales que 
i(x) = f(-x). 

iv) El conjunto de las funciones impares, es decir, las aplicaciones f e R r que 
verifican f (x) = —f (~x). 

v ) El conjunto de las funciones constantes. 
vi) El conjunto de las funciones no negativas. 

1-20. vSean V = R 2 y K = R. Determinar si las siguientes operaciones definen sobre V una 
estructura de espacio vectorial. 

(a, b) + (a’, b’) = (l a + l a ’ l b + l b >\ 

'2 2 2 2 ' 

a {a, b) = {cm, ab) 

1-21. Determinar si (C 2 , +, C,.) es un espacio vectorial, definiendo 

(z\, z 2 ) + (z',,z’ 2 ) = (z 1 +z\, z 2 +z’ 2 ) 

Z (z 1 ,z 2 )=(zz l ,zz 2 ) 
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1-22. Considerando el espacio vectorial (R 3 , +, R,.), investigar si los siguientes conjuntos 
son subespacios de R 3 

i ) S = {(*!, x^eR 3 /*! + x 3 =0 I 

ii) S = ((xj, x 2 , x 3 ) e R 3 /lx t 1= lx 2 lj 

iii) S = | (x 1( x 2 ,x 3 )eR 3 /x 3 = Xi + 2 | 

1-23. Sea el espacio vectorial (R",+, R,.). Determinar si los siguientes conjuntos son 
subespacios de R" 

i) S = ((xj, x 2 , ... x n )e R”/x„ e Z | 

n 

ii) S=|(xi,x 2 ,.. .,x„)eR"yJ2 a t x t = 0a«,- e r| 

1-24. Demostrar que S = {(z , w) e C 2 /z = iw j es un subespacio de (C 2 , +, C, .). 

1-25. Sean C 2 y S=|(z,w)e C 2 /z - z + w = 0 }. Determinar si son subespacios (S, +, C,.) 
y (S, +, R,.). 

1-26. Sean S y T subespacios de (V, +, K,.). En el producto cartesiano S X T se definen 

(x,y) + (x\y’) = (x + x\y + y’) 
a(x,y)= (ox, ay) 

Demostrar que (S X T, +, K,.) es un espacio vectorial. El espacio S X T se llama 
producto directo de S por T. 

1-27. (R' ,x ", +, R,.) denota el espacio vectorial de las matrices reales n X n. 

Por definition, la matriz A e R MXn se llama triangular superior si y solo si 

i>j=> a u = 0 

Demostrar que (S,+, R,.) es un subespacio de R' 1X ", siendo S el conjunto de las 
matrices triangulares superiores. 

1-28. Dado (R 2 , + , R,.), determinar si los siguientes subconjuntos son subespacios 
0 S = ((x , j>) / (x - y) 2 = (x +y) 2 } 

ii) T= j(x,^)/-ix +y= x --^y ) 

1-29. Considerando (C 2 , +, R, .) el espacio vectorial de los pares ordenados de numeros 
complejos sobre el cuerpo de los reales, investigar si los siguientes conjuntos son 
subespacios del mismo. 

i ) S = | (z , u) e C 2 /z 2 + u 2 = 01 

ii) S = | (z , u) e C 2 /z + 2u e R | 

iii) S = ( (z , u) e C 2 j Re (z) = Re ( u )) 

iv) S = ((z,«)eC 2 / Im (z) = 0 a Re (z - u) = Im (z) J 
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v) S = {(z, w)eC 2 /z = uj 

vi) S = | (z , u)e C 2 / Im (z) -!m(u) = 0 ) 

/-5ft Sean S, T y U subespacios de (V, +, K,.). Demostrar 
i ) S + T = T + S. 

ii) S + (T + U) = (S + T) + U. 

iii) S C S + T. 

1-31. Demostrar que si el subespacio S de (V, +,K,.) es la suma directa de los subespacios 
S, y S 2 , entonces todo vector de S puede expresarse de modo unico como la suma de 
un vector de St y uno de S 2 . 

1-32. Sean (R nxn , +, R, .) y los subconjuntos 

S={ AeR" x "/«(( 8 «i< V/V/| 

T = | AeR nxn /a u = -aji V/V/) 

Por definicion, los elementos de S se llaman matrices simetricas, y los de T se Hainan 
matrices antisimetricas. 

Demostrar 

1°. S y T son subespacios de R' ,x " 

2°. R nKn =S ©T 




Capitulo 2 


DEPENDENCIA E INDEPENDENCE LINEAL, 
BASE Y DIMENSION 


2.1. INTRODUCTION 


? ta U " idad introducimos las definiciones de combination lineal de un conjunto no 
V CO de un espacio vectorial y de subespacio generado po, el mismo. Se esTdian la 

dependencia e independence lineal y los sistemas de generadores, a fin de caracterizar los 
conceptos de base y de dimension en el caso flnito. 


2.2. COMBINACIONES UNEALES 

2.2.1. Concept o 

Fntpnli A ^ Vr,V2 ’ ' ' ’! V " ^ Una familia 0 conjunto de vectores del espacio (V + v \ 

ir;: * '•—*-—«• 

Definition 

Combinacion lineal de la familia A C V es todo vector del tipo 

n 

i=i Vi = Ul Vl + a 2 v 2 + .. . + ot n V n j 0Ci e Ka V i - e A 

ob«te P “rnllo dOS eSCalareS S °" " U ' OS - h « »™« trivial y S e 

Definition 

“ ir V r,2s7e binaCi6n " neal ^ ' a famma A C V ’" y S6 '° si «*<» escalares 


aiVf 
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Ejemplo 2-1. 

Sean los vectores v, = (-1,0, 2) y v 2 = (-1,2,4) en R 3 . Determinamos si los vectores 
v = (- 1 , 1, 3) y u - (1,2, 2) son combination lineal de Vj y v 2 . 

1. Para que v sea combination lineal de Vi y v 2 deben existir escalares «i ya 2 tales 
que 

«i v, + a 2 v 2 = v 


O sea 

«i (-1,0, 2) + a 2 (—1,2,4)-(—1,1,3) 


Por definition de ley externa es 


(-tti,0,2a 1 ) + (-«a,2a 8 ,4tta) ss (-l,-l,3) 


Por suma de ternas 


(-O'! - a 2 ,2a 2 ,2^! + 4ot2 )-(-!, U 3 ) 
Por igualdad de temas resulta 

-O'! -q 2 =-l 
< 2 a 2 = 1 
2 0-! + 4 a 2 = 3 


Entonces 


«i + a 2 = 1 


°2 


{ <*1 + 20i 2 =” 


Sustituyendo a 2 =— en la primera ecuacion, se tiene 

, 1 , _ 1 
Oil +-- 1 => 0 !! = — 
2 2 


Como ambos valores a, =—y a 2 satisfacen la tercera relation es v=—v t +“V 2 . 

2 2 2 2 

0 sea, v puede expresarse como combination lineal unica de \j y v 2 . 

2. Si u = (1, 2, 2), entonces procediendo analogamente se llega a 
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De donde 


~CL\ - Ci2=\ 
2 a 2 ~ 2 
2a i + 4 a 2 = 2 


o bien 


oq + a 2 “ -1 
a 2 = 1 

Ai + 2 a 2 = 1 


a 2 = 1 => Aj + 1 = -1 => Aj = — 2 
A1 sustituir en la tercera ecuacion 


-2 + 2.1 = 0 # 1 

Entonces u no es combination lineal de Vj y v 2 . 


Ejemplo 2-2. 

En el espacio vectorial de las funciones reales de una variable real (R r , +, R,.) sean las 
funciones f y g definidas por 

U*) = e t y g (t) = e 3t 

Determinar todas las combinaciones lineales, es decir, los escalares ay b, tales que 


af + bg = 0 


donde 0 denota la funcion nula, definida por 0 (?) = 0 , V t e R. 

Por defmicion de funciones iguales, suma de funciones y producto de escalares por 
funciones (vease 1.4.) se tiene 


O sea 


a f (f) + b g (?) = 0 cualquiera que sea t e R 


ffe*+6e 3i = 0 (1) 

El proposito es obtener los escalares a y b que satisfagan a (1) para todo t e R. 
Derivando (1) se tiene 

a e* + 3b e 3t ~ 0 (2) 

Restando (2) y (1) es 


2be 3t = 0 

Y como e 3 ' nunca es cero, resulta b = 0, que sustituido en (1) nos da 


a e‘ = 0 


En consecuencia es a = 0. 

Luego,la unica combinacion lineal de f y g que da la funcion nula es la trivial. Toda vez 
que esto ocurra, diremos que los vectores, en este caso f y g, son linealmente 
independientes. 
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Efemplo 2-3-1. 

Decidimos si el vector v = (1, 2,3) es combinacion lineal de la familia cuyos elementos 
son los vectores de R 3 

v, = (1,0, -1) v 2 =(0,1, — 1) v 3 =(1,1,-2) 

Investigamos si existen escalares reales a, bye, tales que 

a Vi +/jv 2 +cv 3 =v 

Entonces, debe ser 

a ( 1 , 0 , —1) + ft (0, 1, —1) + c (1, 1, —2) = (1,2,3) 

Efectuando operaciones 

(a, 0, -a) + (0, ft, -ft) + (c, c, -2c) = (1,2, 3) 

(a + c, ft + c, -a - ft' -2c) = (1, 2, 3) 

Por igualdad de ternas es 

a + c= 1 
■ b+c =2 
-a -ft -2c = 3 

Sumando las tres relaciones se tiene 

0=6 

lo que es imposible. 

En consecuencia, v no es combinacion lineal de v 2 , v 2 , y v 3 . 


Ejemplo 2-3-2. 

En el espacio vectorial (R 2X2 , +, R,.) se consideran las matrices 



Determinar todas las combinaciones lineales de A, B y C que den la matriz nula N. 
Hay que obtener a, 0 y y en R, tales que 

aA+0B+7C=N 


O sea 




+ y 


0 0 
1 1 
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Por producto de escalares por matrices es 

CHlK HD 

Por suma en R 2x2 se tiene 


'a + 0 0 


0 0 


Por igualdad de matrices resulta 


De las dos primeras se deduce 
Sustituyendo en la tercera es 
O sea 


0 + 7 a + 7 / \0 0 

a + 0 = 0 
0 + 7 = 0 
a + 7 = 0 

a = -0 y y = ~fi 

-20 = 0 

0 = 0 


Luego a-0- T -OyIa unica combination lineal que satisface la relation propuesta es 
trivial. 


2.3. SUBESPACIO GENERADO 
2.3.1. Conjunto de combinaciones lineales 

Sea A un conjunto no vacio de vectores del espacio (V, +, K,.). A expensas de A 
podemos formar el subconjunto de V cuyos elementos sean todas las combinaciones lineales 
de los vectores de A. A este conjunto lo denotaremos con el simbolo A, que se lee “A raya”. 

Si A = I , v 2 , .. v„ } , entonces escribiremos 

A = (.2 K a V| e A 


Ejemplo 2-4. 

El conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores 
v, =(1,0,1) y Vj = (0, 1, 1) de R 3 
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es 

0 sea 


A= {o-i (1,0, 1) + <x 2 (0, 1,1) / «! eRAcci 6R } 
A = {(«j , a 2 »«i + a 2 )/ a, eRA a 2 eR) 


En consecuencia, a A pertenecen todas las ternas cuya tercera componente es la suma 
de las dos primeras. 

Podemos escribir 


A= |(x lf x 2j x 3 )€R 3 /x 3 =x, + x 2 ) 


2.3.2. Subespacio generado por una familia de vectores 

Teorema. El conjunto de las combinaciones lineales de toda familia no vaci'a de un 
espacio vectorial es un subespacio del mismo. 

Hipotesis) (V, +, K,.) es un espacio vectorial 

A= (v 1 ,v 2) ...,v n | CV 
Tesis) (A, +, K,.) es un subespacio de V 
Demostracion) 

1 . Siendo Vi = 1 4- 0 v 2 + ... + 0 v n se deduce que v 2 e A, o sea, A =£0 

2. Por definition, se tiene 

_ n 

v e A =► 3 a t , a 2 , .•.., e K / v a f a v t e A => 

n 

=> v = 2 v,- a ctj € K A v,- e V, pues A C V 

Luego 

ve A =>ve V 

0 sea 

A CV 

3. A es cerrado para la suma. 

Sean v y u en A. 

_ _ n n n n 

v e A A u e A => v = 2 a, v* a u = 2 Pi V; => v + u = 2 a,- v,- + 2 ft v* => 

i=i i=i 'I «=i 

n un 

=► v + u = 2 (ai v/ + Pi v^ =* v + u = 2 (a,- + ft) v f =» v + u = 2 7,- v* => v + u e A 
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4. A es cerrado parcel producto por escalares. 

Sean aeKyveA. 

ft€K a veA=»aeK a v=E a,v => 

1=1 1 ‘ 

" ov = «| V,. = | a (a, V,.) = | (a a,) v, = ft v, =► a v e A 

Como se cumplen las hipotesis del teorema 1.8.2., resulta (A, +, K,.), un subespado de 

V ’ i ' > •)• 

Definition 

El subespacio de las combinaciones lineales de la familia no vacia A C V se llama 
subespacio generado por A. 

Ejemplo 2-5. 

Determinar el subespado de (R a , +, R ,.) generado por la familia A cuyos elementos 
son los vectores 

v« =(2,1,2) y v 2 =( 1 , 2 , 1 ) 

Eor definition, el subespacio A es el conjunto de las temas (*,, x 2 , x 3 ) eR 3 tales que 

(xi,x 2 ,x 3 ) = oc l (2, 1,2) + a 2 (1,2, 1 ) 

= (2 ft i,«i, 2a!> + (a 2 , 2a 2 ,a 2 ) 

= (2a, +© 2 , 0 ;, + 2a 2 , 2a l + a 2 ) 

Por igualdad dc temas es 


2 a, + a 2 =*, 

<*i 4- 2a 2 ~x 2 
2 a, + a 2 = x 3 

De la primera y tercera relation se deduce 

Xi =x 3 

y x 2 es cualquier mimero real. 

En consecuencia 

A= { (x i ,x 2 ,x 1 )/x % eR ax 2 eR| 
A es el piano de ecuacion 


xi -x 3 =0 
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Ejemplo 2-6. 

Obtener el subespacio de (R 2x2 , +, R,.) generado por las matrices 


V,= 





0 

0 



K a V, e A 


Todo vector de A es una rnatriz 


“CD 


tal que 


1 O' 


0 1 


0 0 


°>>0 -l/ + “ 2 lo o/ + “ 3 \ 1 0, 


a b 
c d 


Realizando operaciones en R 2x2 es 


a, 0 \ / 0 a 2 \ / 0 0 
0 -a, / + \ 0 0 / \ a 3 0 


a b 
c d 


a, a 2 

« 3 “ a i 


a b 
c d 
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En consecuencia 


Luego 


“i -a ,a 2 =b ,a 3 =c, -a, -d 


d ~ -a y b y c 

son numeros reales cualesquiera. 

Los vectores de A son matrices del tipo 

a b 
c -a 

Es decir, A es el subespacio de matrices de traza nula. 


2.3.3. Propiedad 

El subespacio gencrado por una familia no vacia de un espacio vectorial es la intersection 
dc todos los subcspacios quc incluyen diclia familia. 

Hipotesis) (V, +, K, .) es un espacio vectorial. 

0^A= j v,,v 2> . .., v„) C V 

I Si ) con i e I es la familia de todos los subespacios quc incluyen A. 

Tesis) A = D S; 

iel 1 

Demostracion) 

Probaremos lasAlos inclusiones que conducen a la igualdad. 

1. Acfl S,- 

i e I 

En efecto 

_ n 

xeA^x = 2 <xj Vj a <Xj e K a v ; - e A => 

n 

=>x = 2 oij a a ; - e K a vj e S,- ,Vi el => 

**• x e S,-, Vi e 1 => x e D s ( - 

iel 

2. D S; C A 

iel 

Como todo v,- de A es combination lineal de los elementos de A, pues 
v,- = 0 v, + 0 v 2 +... + lVf + ... + 0 v„, 
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se tiene que. 


ACA 


Y siendo A un subespacio que incluye a A, se idcntifica con algun S,-.es derir. existe i en 


I tal que S ; - = A. 

Por otra parte, como la interseccion esta incluida en 
intersecan, es 


n s i c s { 

ie I ' ; 


\/j€\ 


cualquiera de los conjuntos que se 


En consecuencia 

D S; C A 

ie I 1 


Por lo tan to 



En virtud del teorenia demostrado, observamos que el subespacio generado por una 
familia no vacia de vectores de V ei “mmimo” subespacio, en el sentido de inclusion, que 
incluye a A. 


Ejemplo 2-7. 

Demostrar que los siguientes conjuntos de vectores generan el mismo subespacio de 

R 3 . 

A= |(1,-1,1),(3,0,1)) B = { (-2, -1,0),(5,-2,3)} 
Determinaremos Ay B. 

1. A A pertenecen las ternas (x, y, z), tales que 

(x,y.z) = t( 1,-1,1) + u (3, 0, 1) 

Entonces 

(x,y,z) = (t, -t, t) + (3u, 0 ,u) 

(x, y, z) = (/ + 3u, -t, t + u) 

Luego 

x = t + 3u 
y = -t 
z-t + u 

Como t = -y, se tiene 

x = -y + 3u 
z~ -y 4- u 
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O sea 

x = -y + 3u 
3 z = -3 y + 3 u 


Restando 


Result a 


x - 3z = 2y 


A = j (x, y, z) e R 3 /x - 2y - 3 z - 

2. Procediendo analogamente para obtener B es 

(x, y, z) = t (—2, — 1 , 0 ) + ?/ (5, —2, 3) 
(x, y, z) = (-2 1 , -1 , 0) + (5 u, -2m, 3m) 
(x, z ) = (-2J + 5m, -f -2 m, 3m) 


O sea 

x = -2t + 5m 
« y=-t -2m 
z = 3 m 


Como u 


- — z, se tiene 
3 


0 bien 



x = -2 ?+4 z 

3 

4 

2 >* --2 t -z 

3 


Restando 

Luego 
Result a 


x - 2y = 3z 

B = { (x, y, z) e R 3 / * - 2y - ■ 3z - 0 ( 
A = B 


La ecuacion x - 2y - 3z = 0 corresponde a un piano que pasa por el origen. 
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Ejemplo 2-8. 

El subespacio de (V, +, K,.) generado por un vector v es, en particular, el conjunto de 
todos los multiplos escalares de v, o sea 

{kv/ke K) 

Determinamos el subespacio de R 2 generado por v = (1,2). 

Llamando S a tal subespacio, se tiene 

S — ( (x it x 2 ) I (x it x 2 ) = k(l,2)\ 

En consecuencia 

(x i ,x 2 ) = (k f 2k) 


0 sea 


Xi=k y x 2 = 2k 

Eliminando el parametro k entre ambas relaciones, resulta 

x 2 =2xt 


0 lo que es lo mismo 

2x i -x 2 =0 

Entonces 

S- j (x it x 2 )eR 2 12xx -x 2 =0) 
S es la recta que pasa por el origen representada en la figura 
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2.4. DEPENDENCIA E INDEPENDENCE LINEAL 
2.4.1 . Conjunto linealmente independiente 

En el ejemplo 2-2 hemos demostrado que la unica combinacion lineal de los vectores f y 
g, cuyo resultado es el vector nulo, es la trivial. O sea 

af + bg = 0=>a-b=Q 

En este caso, los vectores son las funciones de R en R definidas por 

f(0 = « f y U(t) = e 3 ' 

y la funcion que asigna a todo numero real t, el valor 0, es el vector nulo. Este hecho se 
traduce diciendo que los vectores f y g son linealmente independientes, o bien que el 

conjunto { f, g} es linealmente independiente. 

Sea A = { v,, . v r | una familia de vectores del espacio (V, +, K, .). 

Definition 

La familia A C V es linealmente independiente si y solo si la uriica combinacion 
lineal de dicha familia, cuyo resultado sea el vector nulo, es la trivial. 

En simbolos 


r 

A es linealmente independiente <> V/: 2 «,• v,- = 0 =► a t = 0. 

La independencia lineal de un conjunto finito y no vacio de vectores significa que no 
puede darse una combinacion lineal de dicho conjunto que de el vector nulo, con algun 
escalar distinto de cero. 

Para investigar la independencia lineal de un conjunto de vectores, se propone una 
combinacion lineal de estos, con escalares a detenninar, que sea igual al vector nulo. Si los 
escalares son necesariamente nulos, entonces el conjunto es linealmente independiente. 

Convenimos en que el conjunto vacio es linealmente independiente. 


Definition 

El conjunto ACVes linealmente independiente siy solo si todosubconjunto finito de 
A es linealmente independiente. 

Esta definition extiende el concepto de independencia lineal a toda familia de vectores de 
un espacio V. 
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Ejemplo 2 - 9 . 

Dado el espacio vectorial (R 3 , +, R ,.) determinar si los siguientes conjuntos de 
vectores son linealmente independientes. 


i) A = |(1.0,0),(0,1,0),(0,0,1)) 


ii) B= |( 1 ,- 1 , 0 ), ( 1 , 1 , 2 ), ( 1 , 0 , 1 )} 
i) Sea 

<*1 ( 1 , 0 , 0 ) + «2 ( 0 , 1 , 0 ) + a 3 ( 0 , 0 , 1 ) — ( 0 , 0 , 0 ) 
(fti, 0, 0) + (0, ,0) + (0, 0, o 3 ) = (0, 0, 0) 

(«i, 02,0:3) = (0,0,0) 


For igualdad de ternas resulta 
Luego 


o, =o 2 =o 3 =0 


A es linealmente independiente 
ii) Procediendo analogamente 


a, (1,-1,0) + ©, (1, 1, 2) +a 3 (1,0, 1) = (0,0, 0) 
(o,, -Oi, 0) + (o 2 ,02,2o^) + (a 3 , 0 , a 3 ) = (0, 0 , 0) 
(a, +02+03,-0, + 02,2a 2 + o 3 ) = (0, 0,0) 

Entonces 


a, + o 2 + o 3 = 0 
' -a, + o 2 =0 =>o, = a 2 

2o 2 + o 3 = 0 => a 3 = - 2«2 
Las infinitas soluciones de este sistema de ecuaciones son 

a, ~k 
a 7 =k 

o 3 = — 2 k con ke R 

En consecuencia, B no es linealmente independiente, ya que los escalares no son 
necesariamente nulos. Mas aun, existen infinitas combinaciones lineales no triviales 
cuyos resultados son el vector nulo. 

Ejemplo 2 - 10 . 

En (R 1 ,+, R,.), donde I = [ 0 , 1 ], los vectores v, =sen y v 2 = cos son linealmente 
independientes. 
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Sea 

a, sen + a 2 cos = 0 

Vt e [0,1 ] es 

(a, sen + a 2 cos) (r) = 0 (?) 

Por definition de suma de funciones y de funcion nula 

(«,«»*)(*)+ (a 2 cos) (0 = 0 
Por definition de producto de escalares por funciones 

a, sen t + a 2 cos t = 0 (1) V t e I 

Derivando 

cos t -• a 2 sen t = 0 (2) 

Resolvemos el sistema respecto de a, y a 2 : 


A = 


sen t cos t 
cos t - sen t 


= -sen 2 t -cos 2 t = .1 


A a, = 



0 

cos t 



sen t 

0 

= 

0 

- sen t 

= 0 

A Di 2 ~ 

cos t 

0 


= 0 


Y la unica solution es 
O sea 


«! = a 2 = 0 


I Vi, v 2 ) es linealmente independiente 


Ejemplo 2 - 11 . 

Sabiendo que dos vectores v, y v 2 son linealmente independientcs en (V,+, K .) 
demostrar que v, + v 2 y v 2 son linealmente independientes. 

Consideremos una combination lineal dc la familia jv t +v 2 ,v 2 ) que sea igual al 
vector nulo, con escalares ay b, que determinaremos: 

a(v l +v 2 ) + bv 2 =0 
Por distributividad respecto de la suma en V 

a\i +av 2 4-Zj v 2 =0 



DEPENDENCIA LINEAL 


45 


Por distributividad respecto de la suma en K 

a Vj + (a + b) v 2 =0 

Como, por hipotesis, v } y v 2 son linealmente independientes, se deduce 

0 = 0 y a + b = 0 


En consecuencia 


a = b = 0 


por consiguiente, v 2 + v 2 y v 2 son linealmente independientes. 


2,4.2. Propiedad. 

Si un vector es combinacion lineal de una familia linealmente independiente, entonces 
dicha combinacion lineal es unica. 

Sea veV combinacion lineal de la familia j v 2 , v 2 ,..., v r } , y esta linealmente 
independiente. Entonces existen escalares (Xjtales que 

r 

V = 2 0(i Vi 

f=l 

Suponemos que existen escalares ft tales que 

r 

v = 2ft v f 

Entonces 

“2ft V,- 

O sea 

2 oii vt- 2 ft v* = 0 

i=l i=l 

Luego 

2 (at-ft)Vi = 0 

i=i 

Y como la familia es linealmente independiente, se deduce que 
ai-ft = 0 => a, = ft V/= 1,2, ...,r 
En consecuencia, la combinacion lineal es unica. 


2,4.3. Conjunto linealmente dependiente 

En e! ejemplo 2-9 ii) hemos probado que existen escalares no simultaneamente nulos , 
a 2 , a 3 tales que 
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a, (1,-1,0)+ 02 (1, 1, 2)+a 3 (1,0,1) = (0,0,0) 

Diremos que los vectores ( 1 , -1, 0 ),( 1 , 1, 2 ) y (1, 0 ,1) son linealmente dependientes. 
Definition 

La familia A C V es linealmente dependiente si y solo si no es linealmente 
independiente. 

La familia A = {V|, v 2 ,..v r | es un conjunto linealmente dependiente de vectores 
de V si y solo si existe una combinacion lineal no trivial de dicha familia cuyo 
resultado sea el vector nulo. 

Negando las dos proposiciones que figuran en la definicion de independencia lineal, se 
tiene 


A es linealmente dependiente «■ 3 / /2 a, v, = 0 a a f ^ 0 . 

La dependencia lineal de un conjunto finito de vectores significa que tiene que existir, al 
menos, una combinacion lineal de estos que de el vector nulo y que no sea trivial. 

Para investigar la dependencia lineal de una familia de vectores, se propone una 
combinacion lineal de dicha familia, con escalares a determinar, que sea igual al vector nulo. 
Si algun escalar es distinto de 0 , entonces la familia es linealmente dependiente. 

Ejemplo 2 - 12 . 

Los vectores (- 2 , 4 ) y ( 1 , - 2 ) son linealmente dependientes en (R 2 , +, R,.). 

En efecto, sea 

a, (-2,4) + a 2 (1,-2) = (0,0) 

Por definicion de producto de escalares por pares y por suma de pares es 

(-2 a, + a 2 ,4 a, — 2 a 2 ) = (0,0) 

Por iguaidad de pares resulta 

—2 a, + a 2 = 0 
4 a, - 2 a 2 = 0 

Dividiendo la segunda relation por - 2 , el sistema se reduce a la unica ecuacion 

—2 a, + a 2 = 0 

Esta admite infinitas soluciones, dadas por 

a, =k 

a 2 = 2 k y fceR 
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Ejemplo 2-13. 
Las matrices 

1 0 

0 0 



Ll2 - 


0 1 
0 0 


E« = 


0 0 
1 0 



0 

1 


son vectores linealmente independientes del espacio vectorial (K 2x \+, K,.), pues 
cualquiera que sea la combination lineal de los mismos con escalares en K, cuyo 
resultado sea la matriz nula, es la trivial. En efecto 


a x E n + a 2 E 12 + a 3 E 2 , + a 4 E 22 - N => 


«1 

°\ , 

1 0 

«a\ 

/ 0 


H 


+ 


0 

0/ 

u 

0 / 

\a 3 





ft 2 




"M 





\«3 

ft 4 


0 0 


0 0 


0 0 
0 0 


Luego 


«i =a 2 = a 3 =a A =0 
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En cambio, las matrices 


A = 


(' 

°) 

VC 

ee 

n 

r 1 

°) 

\ 1 

0 / 

} 

Ul 

0/ 


son linealmente dependientes, pues 

(*i A + a 2 B = N 


r 

-<*2 

°) 

l^/° 

°\ 

\ai 

- a 2 

0/ 

lo 

0/ 


0 sea 

a i ~ a 2 = 0 => a l ~ot 2 =k Vke K 

!lrr iente ' escalares "° s ™ ult “ ea ra®nte nulos que satisfacen la relation 

antenor, lo que prueba la dependencia lineal. 

2.4.3. Propiedades 

‘ 3 independtente"° nU ‘° * ” ^ VeCt ° ria ' Cons,itu ^ “ “*»•<, linealmente 
Sea v * 0 en (V, +, K,.). Consrderemos 

linealmeme'Mepend'ienfe': C ° m ° ’ *°’ " dedu " q “ 6 “ = 0 ' * en “»-™eneia { v | es 

“ ) d E epe V nd!e 0 n r ,e nUl ° CUa ' qUier eSpad ° VCCt ° rial constitu ^ ™ “>"1™*° '-ealmente 

en f.3.2 feCt °’ CUa ' qUier ^ " Ui0 ° "°- Satisface la reIaci6n a 0 = »■ lo demostrado 

m) Todo conjunto al que pertenezca el vector nulo es linealmente dependiente. 

Sea A {Vj , v 2 ,. .v r } con Vy = 0 . Se verifica que 

0v i + 0v 2 + ... + a; vj + . .. + 0v r = 0 


0 sea 


a J y J~ a i 0 = 0 


con dj no necesariamente nulo. 
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iv) Un conjunto finito y no vacio de vectores es linealmente dependiente si y solo si algun 
vector es combinacion lineal de los demas, 

Sea A= hi ,v 2 ,..v r } una familia de vectores de (V, +,K, .)■ Demostramos las dos 
condiciones en que se desdobla el enunciado: necesaria y suficiente. 

n 

1 °. A es linealmente dependiente =► 3 // Vy = 2 ft v*. 

Por definition de dependencia lineal 

A es linealmente dependiente => 

r 

=►2 a f v, = 0 a ay ^ 0 =► 

f=i 

rt 

=> Uj Vj + Z GCt V; = 0 A Oy 0 


n 

=> a ; - V; = —^2 c*f V/ A ay # 0 

Premultiplicando por a/ 1 , inverso multiplicative en K, de a ; - # 0 , se tiene 

n 

of 1 (a;V;) = (-a/ 1 )2.a < v i 
Por A 7 y propiedad de la sumatoria 

n 

(a/ 1 ay) Vy = 2 /-V) (a< v,) 


Por inversos en K y A 7 es 


1 v ; -= 2. (-«/' aq)Vf 


Teniendo en cuenta A 10 , y llamando ft a — oq se deduce 

vy = 2. ft v, 

i±> 

En consecuencia, existe vy € A, que es combinacion lineal de los restantes vectores de A, 

rt 

2 °. Vy = 2 ^ a,- v t => A es linealmente dependiente. 

Por hipotesis y trasposicion de terminos se tiene 

n « 

v. = 2 a,v,=>2 a i v i -Vy=Oconay = -l 
' nty i'A; 


Como ay =£ 0 , el conjunto A es linealmente dependiente. 

v ) Un conjunto finito y no vacio de vectores es linealmente independiente si y solo si 
ningun vector es combinacion lineal de los demas. 
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Nada hay que demostrar, 
y suficiente anterior. 

En simbolos 


pues basta negar las dos proposiciones de la condition necesaria 


Vl *A/fcVi 


A es linealmente independiente V- 

3 • <"« 'i 

En lo sucesivo, y en algunas ocasiones, abreviaremos las expresiones: “linealmente 
mdepend,ente y linealmente dependiente” mediante “LI ” y “LD ”, respeetivamente. 


vi) Un conjunto finito y ordenado de vectores al que no pertenece el 
linealmente dependiente si y solo si algun vector es combinacion 
precedentes. 


vector nulo es 
lineal de los 


l °' A - { V! , v 2 , . . v r } es LD a 0 /A => 3 k /2 < k a v* = v . 

Demostracion) Sea k el primer entero positivo tal que 

I v i.v 2 ,.. ., Vfc ) esL.D. 
k existe por el principio de buena ordenacion. 

Por definition se tiene 

ft 

f Z ft v, = Oy algun ft =£ 0 

Si ft, - 0 , entonces ( v„ v 2 ,..v,^ j seria LD, contra lo supuesto. 

Luego ft, ^ 0 , y procediendo como en iv) 1? se deduce que 

ft-i 

v ft = .Z «. V/ 

° sea, \ k es combinacion lineal de los precedentes, y k es tal que 2 < k < r. 

2El reci P roco e s obvio y puede ser demostrado como ejercicio. 

lGS COnCePtOS anteri01 ' eS POdemOS afirmar ]as proposiciones 

a) A es L.l. 

b) Toda combinacion lineal de la familia A. cuyo resultado sea el vector nulo, es la trivial. 

c) Nmgun vector de A es combinacion lineal de los demas. 

Analogamente son equivalentes: 

a’) A es L.D. 

res«Ltrel“r“ 6n ' ineal * ^ A “ eSCalareS "» *“>« -yo 

C ) Algun vector de A es combinacion lineal de los demas. 
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Ejemplo 2-14. 

En el espacio vectorial de los polinomios reales sobre el cuerpo de los reales, P y Q 
definidos por 

P (x) = x 2 + a: Q (x ) = -2x 

son linealmente independientes. 

Sea 

oP + bQ = 0 donde 0 denota el polinomio nulo 
Cualquiera que sea x e R se verifica 

(aP + bQ)(x) = 0(x) 

Por definicion de suma de funciones y de polinomio nulo es 

(tfP)(x) + (&Q)(x) = 0 V x e R 
Por definicion de producto de escalares por polinomios, se tiene 

a P (x) + bQ (x) = 0 


0 sea 

a(x 2 +x) + b(- 2x) = 0 


Luego 


ax 2 +(a -2b)x=0 VxeR 


Si x = -1 , se verifica a - a + 2b = 0, y en consecuencia b = 0. 

Entonces es ax 2 + ax - 0, y hacicndo x = 1 , resulta 2a = 0, o sea, a = 0. 


2.5. SISTEMA DE GENERADORES 


2.5.1. Concepto 

Si un conjunto no vacio de vectores de un espacio (V, +, K,.) es tal que todo vector de V 
puede expresarse como combinacion lineal de dicho conjunto, entonces se dice que este es 
un sistema de generadores de V. Esto equivale a decir que el subespacio de V generado por 
tal conjunto es el mismo V. El concepto de sistema-de generadores de un espacio vectorial es 
independiente de la dependencia o independencia lineal del sistema. O sea, un sistema de 
generadores puede ser linealmente independiente o no. 

Definicion 

La familia A = j v,, v 2 ,..., v r ) es un sistema de generadores de V si y solo si todo 
vector de V puede expresarse como combinacion lineal de los vectores de A. O bien, A 
es un sistema de generadores de V si y solo si el subespacio generado por A es V. 

Las notaciones “S.G.” y “C.L.” son abreviaturas de “sistema de generadores” y 
“combinacion lineal”, respectivamente. 



52 


DEPENDENCIA E INDEPENDENCE LINEAL. BASE Y DIMENSION 


La traduction simbolica de la definition anterior es 

r 

A es un S.G. de V v e V => v = 2 a ; v f 


0 bien 


A es un S.G. de V <> A = V 


Ejemplo 2-15. 

El conjunto A = { (1,0) , (0, 1) , (1, 1) } es un sistema de generadores de R 2 . 

En efecto, si ( a, b ) es cualquier vector de R 2 , deben existir escalares a, (3 y 7 tales que 
a(1, 0) + 0(0,1) + 7(1, l) = (a,6) 

0 sea 


Luego 

En consecuencia 


(a + 7 , (1 + 7 ) = (a, b) 
a + 7 =a A 0 4- 7 = 6 


a = a-k , ft-b - k , 7 = k Vke R 

Estc resultado nos dice que, efectivamente, A es un S.G. de R 2 , y ademas, que 
cualquier vector del espacio puede expresarse de infinitas maneras como C.L. de los 
vectores de A. Por otra parte, es facit verificar que A constituye una familia L.D. 

En el ejemplo 2-6 esta deinostrado que las matrices Vj, V 2 y V 3 constituyen un 
sistema de generadores del espacio vectorial de las matrices reales de traza nula del tipo 
2 X 2. Ademas, tales matrices son linealmente independientes. 


2.5.2. Propiedad 

Si la familia A = { v,, v 2 , ..., v r } es un S.G. L.D. de V, entonces existe \j e A, tal que 
A - {v/1 es un S.G. de V. 

Demostracion) Por ser A un sistema de generadores de V, se verifica 

veV=>v= 11 Q|V| (1) 


Como A es linealmente dependiente, por 2.4.3. iv), algun vector de A, digamos es 
combination lineal de los restantes, o sea 


r 

3 Vj tal que Vy =2 


(2) 


Teniendo en cuenta (1) y (2) podemos escribir 
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V = cij V; + 2 dj Vi = Of; 2 0: V; + 2 O'; V,- = 
1 1 i*j 1 1 ’ i±j y ‘ 1 i Aj * * 


= («; Pi + «i) Vi = 2. 7/ V, 


En consecuencia, A - { vy ] es un sistema de generadores de V. 


Ejemplo 2-1 7. 

Determinamos si los vectores v, =(1,1,1), v 2 =(1,1,0) y v 3 =(1,0,0) de 
(R 3 , +, R,.) constituyen un sistema de generadores de R 3 . 

El problema se reduce a investigar si existen escalares reales a, (5 y y, tales que 
cualquiera que sea (a , b , c) e R 3 se verifique 

a 0,1, 1) + 0(1 > 1,0) + 7 (1, 0,0) = (c , , c) 

(a + p + 7 , a + p , a) = (a, b , c) 

Luego 


' a + 0 + 7 =a 
. a +0 =6 
. a = c 

De donde resulta 


a =c , (3 = b - c , 7 = a- b 

En consecuencia, todo vector de R 3 puede expresarse como C.L. de los vectores 
propuestos. Observamos, ademas, que tal C.L. es unica para cada v e R 3 . 

En el caso en que (a, b , c) sea el vector nulo, los escalares son nulos, y en 
consecuencia los vectores Vi, v 2 y v 3 , ademas de constituir un S.G., son L.I. 

Por este motivo se dice que tales vectores son una base de (R 3 , +, R, .). 


2.6. BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL 

2.6.1. Concepto de base 

Sea A = {Vj, v 2 , . .., v n } una familia de vectores de (V, +, K, .). 

Definition 

La familia A C V es una base de (V, +, K,.) si y solo si es un. conjunto linealmcnte 
mdepcndiente y sistema de generadores de V. 

A C V es una base de V o A es L.I. y A = V 
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Ejemplo 2-18. 

Una base de (K", +, K, .) es el conjunto de vectores 

e, = ( 1 , 0 , 0 ,..., 0 ) 

e 2 = (0, 1,0,... ,0) 


e„ = ( 0 , 0 ,...,0, 1) 

El lector puede comprobar que la familia { e t ,e 2 ,.. ., e„ | es linealmente 
independiente y un sistema de generadores de K". Tal familia recibe el nombre de base 
canonica. 

Ejemplo 2-19. 

En el ejemplo 2-13 se demostro que las matrices E u , E 12 , E 21 y E 22 constituyen 
una familia linealmente independiente del espacio (K 2 x2 , +, K, .). 

Ademas, tal conjunto es un sistema de generadores de dicho espacio, y en consecuencia 

es una base del mismo. La llamaremos tambien base canonica de K 2 x2 . 

Ejemplo 2-20. 

Determinar una base del subespacio de (R 3 , +, R,.) estudiado en el ejemplo 1-8. 

Tal subespacio es 

S = ( (x u x 2 ,x 3 )eR 3 /x 3 =x x + * 2 ) 

Si (a, b ,c) es un vector generico de S, entonces se tiene c =a + b, y en consecuencia 
podemos escribir, en virtud de las leyes de composicion en S: 

(a, b. c) = (a, b,a + b) = (a, 0,a) + (0, b. b) = a(\> 0,1) +b (0, 1, 1) 

Este resultado nos dice que los vectores de R 

V! =(1,0, 1) y v 2 =(0, 1,1) 

constituyen un sistema de generadores de S. Ademas, son linealmente independientes, 
pues 

a (1,0, l) + 6 ( 0 , 1 , 1 ) = (0,0,0) =>0 = 6 = 0 
Por consiguiente, Vi y v 2 constituyen una base de S. 

2.6.2. Coordenadas o componentes de un vector 

En este texto consideraremos unicamente espacios vectoriales de bases finitas. En 
algunas ocasiones, para indicar que | v„v„ . . .,v„ | es una base del espacio vectorial 
(V + K .), utilizaremos el simbolo [v] para hacer relerencia a ella. 

Si | v,, v 2 ,.. ., v„ } es una base de (V, +, K, .), entonces cada vector de V puede 
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expresarse de modo unico como combinacion lineal de la base, ya que los vectores de esta 
son linealmente independientes y sistema de generadores, de acuerdo con 2.4.2. 

0 sea, si x e V, entonces existen y son iinicos los escalares x x , x 2 ,.. x n tales que 

n 

X = Xi V, + x 2 v 2 +... + x n v„ = 2 Xi Vi 

1=1 

Respecto de la base dada, el vector xeV queda caracterizado por los coeficientes de la 

combinacion lineal, o sea, por la n- -upla dc elementos de K: (*,, * 2 .jr n ). Los escalares 

x t se llaman coordenadas o componcntes del vector x e V, respecto de la base dada. Si se 
elige otra base en el espacio V, entonces el mismo vector x admite otras coordenadas o 
componcntes: . . ., x’„). 

Demostraremos mas adelante que dos bases cualesquiera de un mismo espacio vectorial 
son coordinables, es decir, tienen el mismo numero de vectores. 

Dada la base [v] = (v, , v 2 ,. .., v„ ) del espacio (V, +, K, ,),podemos e^presar a cada 
vector x e V como una matriz columna, cuyos elementos sean las coordenadas de x respecto 
de [v];en tal caso escribiremos 


X, 


vl 


Xl 

x 2 

x n 


Ejemplo 2-21. 

Detenninar las coordenadas de x = (-2, 3) pertenccientc a (R 2 , +, R, .), respecto de 
las bases: 

i ) [v] — (0,1),0.0)( 

ii) [w] = | (-2,3), (1,2)| 

iii) canonica 

En el primer caso, planteamos la relacion lineal 

«(l,l) + Kl,0)-( -2, 3) 

Efectuando las operaciones, y resolviendo respecto de a y b, se tiene 
{a + b,a) = (—2, 3) => a + b - -2 y a = 3 =» 

=*a = 3 y b = -5 

En consecuencia, las coordenadas de x, respecto de la base [v], son: 3 y -5 
Y puede escribirse 
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En el segundo caso, procediendo analogamente, se llega a que las coordenadas de x son 
1 y 0, y por lo tanto 



Finalmentc, respecto de la base canonica, es 

(-2, 3) = (-2,0) 4- (0, 3) = -2 (1, 0) + 3 (0, 1) 

O sea, las coordenadas de x son precisamente los elementos del par ordenado, y 
escribiremos simplemente 



2.6.3. Teorema de extension a una base 

Si [v] = | v 1} v 2 , • . v n } es una base del espacio vectorial V, y 
[w] = { w,, w 2 ,.. w,„ } es un conjunto linealmente independiente, pero no de generado- 
res de V, entonces existen vectores w m + i, w m+ 2 , ■ • w m + p , tales que 
{ w,,w 2> . . ., w m ,w m+1 , . . .,w m+p } es una base dev. 

Si [w] n [v] = 0, consideramos el conjunto 

A = [w] U [v]= { w,, w 2> ..., w m , Vj, v 2 ,.. ., v„ J 

Como cada w f es combinacion lineal de los vectores de la base [v], A es un conjunto 
linealmente dependiente por 2.4.3. iv). De acuerdo con 2.4.3. vi), siendo A un conjunto 
finito y linealmente dependiente al que no pertenece el vector nulo, algun vector es 
combinacion lineal de los precedentes. Tal vector es un elemento de [v], ya que [w] es 
linealmente independiente. Por otra parte, como A es un sistema de generadores linealmente 
dependiente de V, y v, es combinacion lineal de los precedentes, resulta 

Af = A- | v,-1 = j w,,w 2 ,.. . . .,v M ,v f+1 , .. .,v„) 

un sistema de generadores de V, segiin 2.5.2. 

Si A,• es linealmente independiente, el teorema esta deinostrado. Si A. t es linealmente 
dependiente, se reitera el proceso, y a lo sumo, al cabo de («-l) etapas se obtiene un 
conjunto linealmente independiente que es sistema de generadores de V, o sea, una base. 

2.6.4. Coordinabilidad de las bases 

Dos bases cualesquiera de un mismo espacio vectorial son coordinables. 

Hipotesis) (V, 4- , K,.) es un espacio vectorial. 

[v]= |v,,v 2 ,...v p } y [w]= ( w,,w 2 ,.. ., w m ) son bases de V. 
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Tesis) [v] ~ [w], o sea, n = m. 

Demostracion) Consideremos 

A= I W m ,V!,V 2 , . ..,V n J 

Este conjunto, al que no pertenece el vector nulo, es un sistema de generadores (pues [ v ] 
es una base), y linealmente dependiente (ya que w m es C.L. de la familia [v]). La propiedad 
2 .4.3. nos dice que algun v { es C.L. de los precedentes, y, de acuerdo con 2.5.2., es 
A - { v< } un sistema de generadores de V. 

Sea 


A 1 I "'m -1 > w m > V 1 > • • • > V,-. j, V,+i, . . ., V„ } 

Este conjunto es un sistema de generadores linealmente dependiente, y en consecuencia, 
algun \j es combinacion lineal de los precedentes. Lo mismo que en la etapa anterior, se lo 
extrae y se agrega w m . 2 , obteniendose 

A 2 = ( W m . 2 , W m .j, W w , Vj,. . V M ,V I+1 , . . Vj.i, v /+1 ,..v n | 

que es un sistema de generadores y linealmente dependiente. 

Reiterando el procedimiento. afirmamos que no es posible que los se “agoien antes” 
que los w/j, ya que en este caso los w fe sobrantes seri'an combinacion lineal de los 
considcrados. En consecuencia es 


Analogamente, a partir de 


se pmeba que 


m<n (1) 

B== { v„, w 1) w 2 ,...,w m ] 


n < m (2) 

De (1) y (2), por la antisimetria de la relacion de menor o igual, resulta 


n-m 


2.7. DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL 

2.7.1. Concepto 

En 2.6.4. hemos demostrado que si [v] es una base finita del espacio vectorial (V, +, K,.), 
entonces toda otra base de V es coordinable a [v], Esto significa que dos bases cualesquiera 

de un nusmo espacio vectorial tienen el mismo numero de vectores. Tal numero se llama la 
dimension del espacio. 

Definition 

Dimension de un espacio vectorial V es el numero cardinal de cualquiera de sus bases. 
Si V consiste unicamente en el vector nulo, diremos que su dimension es 0. 
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En ambos casos, V es un espacio de dimension finita. 

Si [v] = { Vi, v 2 , . .v n } es una base de (V, +, K, .), escribiremos 

dim K V = n 

Ejemplo 2-22. 

Analizando ejemplos propuestos anteriormente se tiene que 
dim K K n =« dim K K 2x2 = 4 

dim R R rt = n dim R S = 2 siendo S el subespacio del ejemplo 2-20 

El lector puede verificar que ( 1, X, X 2 \ constituye una base del espacio vectorial de 
los polinomios reales en la indeterminada X, de grado menor o igual que 2 y el 
polinomio nulo, sobre el cuerpo de los reales. En consecuencia, su dimension es 3. 


2.7.2. Propiedad 


Un conjunto de n vectores de un espacio vectorial rt-dimensional es una base si y solo si es 
linealmente independiente o sistema de generadores. 

1 °. Si [v] = { v,, v 2 ,..v n } es una base de V y dim K V = «, entonces [v] es linealmente 
independiente y sistema de generadores. 

2° • Si dim K V = n y [v] = { Vj, v 2 ,..v„ } es L.I., entonces [v] es S.G. 

En efecto, si [v] no fuera un sistema de generadores, por el teorema de extension, podru 
completarse hasta formar una base de V, en cuyo caso seria dim K V >n, lo que es absurdo 
• Si dim K V = n y [v] = {v,, v 2 , ..., v„ | es S.G., entonces [v] es L.I. 

Si [v], que es S.G., fuera L.D., entonces existiria v ; tal que [v] | v ; -) es S.G. de V, 

segun 2.5.2. Si este conjunto de n— 1 vectores fuera L.I. constituiria una base de V. S: 
[vj - ( \j } no fuera L.I. se reitera el procedimiento, y en todo caso se llega a una base de V 
cuyo cardinal es menor que n , lo que tambien es absurdo. 

En consecuencia afirmamos que: 


2 . 


1 . n vectores linealmente independientes de un espacio vectorial ^-dimensional constitu 
yen una base del mismo. 


2. Todo sistema de generadores de n vectores de un espacio vectorial ^-dimensional e: 
una base del mismo. 

3 . Todo conjunto de mas de n vectores de un espacio vectorial ^-dimensional $ 
linealmente dependiente. 

La dimension de un espacio vectorial (V, +, K, .) depende no solo de V, sino tambien del 
cuerpo K. Seguidamente aclaramos esta observation. 

Ejemplo 2-23. 

Sean (V, +, R, .) y (V, +, C,.) dos espacios vectoriales, donde el conjunto de vectores 
es el mismo en ambos casos y C es el cuerpo de los complejos. 
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Supongamos que dim c V = n. Entonces es dim R V = 2 n. 

En efecto, si [v] = | v,, v 2 ,.. ., v„) es una base de (V,+,C,.), entonces 
[ W ]= {Vi, v lt .. v„,/Vi, iv 2 ,. . .,/v„ j es una base de (V, +,R,.). 

Para ello probaremos que 
j _ [w] es L.I. 

Sea 


n n n 

2 ocj Vt + 2 ftivi = 0=> s (oij+ify) v j— 0=>a } + ift = 0 , V/=* 

j “l J ' }—i ' 1 ;=1 

=>(*;=$ = 0 , V; 

2 . [w] es S.G. 

For S er [v] una base de (V, +, C, .)> para todo v e V, existen escalares <xj + i fy e C tales 
que 


sid 


enti 


>dri: 

ird(l 

.e V 
/J 
de 


stiti! 


v = .2 («;• + i ft-) V,-V= .2 ocj Vj + ft (r v ; ) 


Luego [w] es una base de (V, +, R,.), y en consecuencia 

dim R V = 2 dim c V 

En particular, es 

dim R C" = 2 dim c C n =2 n 

y 

dim R C = 2 dirn c C = 2 

2.7.3. Propiedad 

Sea S un subespacio de V. Se verifica que: 

dim S = dim V o S = V 


1. Si el subespacio S es el mismo V, entonces es obvio que dim S = dim V. 


al! 
n df 


2. Supongamos ahora que S es un subespacio de V que verifica dim S = dim V. 

Si la dimension comun es 0, entonces tanto S como V tienen como unico elemento al 
vector nulo y son identicos. 

Sea dim S - dim V = n > 0. Consideremos una base de S: 

[w]= { w 1 ,w 2 ,..., w„} 


es 


Los n vectores de [w] son L.I. en V, y de acuerdo con 2.6.3. constituyen una base de V. 
Entonces son un S.G. de V, lo que nos dice que todo vector de V pertenece a S, o sea, V C S, 
y, como por defmicion de subespacio es S C V, resulta S = V. 
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2.8. DIMENSION DE LA SUMA 

2.8.1. Propiedad 

Si Si y S 2 son dos subespacios de (V, +, K,.) y la dimension de V es finita, entoncesse 
verifica que 

dim (Sj + S 2 ) = dim Sj + dim S 2 - dim (Sj ns 2 ) 

Sean: 

dim V~ n dimS,=rc' dimS 2 =«” 
dim (Si n S 2 ) ~p y dim S, -t- S 2 = q 
Se trata de probar que 

q //' + «”-/> 

ConsideremosS, ns a # (0) y [x]= ( x u x 2 ,.. x p ) una base de S t ns 2 . i 
Teniendo en cuenta que n S 2 es un subespacio de S, y de S 2 , completamos la base h‘ 
a una base en cada uno de estos. 

Sean 

I x i > x 2 ,..Xp, yi > y 2 > • < • > yn p | y 
I Xi, x 2 ,.. Xp, Zj, z 2 ,..., z„.._p J bases en 
Si y en S 2 , respectivamente. 

El conjunto 

A - | Xi, x 2 ,. . Xp, y,,.. ., y n -— p , z,, .. z„->_ p j 
es una base de S i + S 2 , pues: 

1°. AesS.G. deS, +S 2 . 

En efecto, sea v e Si + S 2 . Por definition de subespacio suma es 


Entonces 


2°. Aes L.I. 


v ~ x + y a xeS, a y eS 2 


n -p 


V = 2 OC: X: + 2 
i=i ,=i 


n -p 


ft Yi + s of( X{ 4- 2 
1-1 1=1 



ft,- Z, = 


2 


d 


Consideremos 


P n’-p n”-p 

,?«/Xf+2 0i y- + 2 7,z< = 0 

l-l l-l f=l 


(1) 


n "-P p n’-p 

,-S Mi ~ Ml 0iVi 


Entonces 
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y 

' n -p 


2 7 ; z„ que pertenece a S 2 , tambien pertence a Sj, o sea 

n”-p 


Bn consecuencia es 


0 sea 

p 


7i z i ^ Si n S 2 
1=1 


p 

A yiZi = i?i a ’« x ' 


2 oft- x,' - 2 7 ,- z, = 0, y por la independencia lineal de la base de S 2 , se tiene: 

/=l i=i 

<*’/ = 0 , 7i=0 

Teniendo en cuenta (1) es 

p n’-p 

.2 a, Xi + .2 ft y, = 0 

Luego 

a, = 0 , ft- = 0 

Siendo A una base de S, + S 2 , resulta 

Es decir 

q =n’ + n” ~ p 

Lo que se traduce en 

dim(Sj +S 2 ) = dimSi + dim S 2 -• dim (S 1 nS 2 ) 


2.8.2. Dimension de la suma directa 

Si Si y S 2 son dos subespacios disjuntos de (V, +, K,.), entonces la dimension de la suma 
directa es igual a la suma de las dimensiones de S x y S 2 . 

En este caso es Si O S 2 = {0 j , y en consecuencia, dim (Si n S 2 ) = 0. 

El teorema anterior es valido tambien en esta situation, y por consiguiente resulta 

dim (Si ©S 2 ) = dim Si + dim S 2 


Ejemplo 2-24. 

Determinar la dimension de la suma de los siguientes subespacios de (R 3 , -f, R,.). 


51 = ((x,.y, z)eR 3 /*+;/-z = o| 

5 2 = i (x,y,z)e R 3 j x-z = 0 ) 
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Si y S 2 son pianos y la dimension de cada uno de ellos es 2. 

Si n S 2 = { z) e R 3 / x~z Ay = 0 
Todo vector de S! O S 2 es del tipo 

{a, 0, a) = a (1,0, 1) VaeR 

Luego 

dim Si n S 2 = 1 


En consecuencia 


dim (S 1 +S 2 ) = 2 + 2— 1 = 3 


S, +S 2 =R 3 



TRABAJO PRACTICO || 


2-25. Expresar en cada caso, si es posible, al vector v como combinacion lineal de v t y v 2 . El 
espacio vectorial es (R 2 , +, R, .)• 

i) v= (\/2", -1) , Vi =(n/3,2) , v 2 =(~V6,2) 

ii) v = (2,4) , v, =(-1,3) , v 2 =(2,-6) 

2-26. Comprobar que los vectores de R 3 

vi =(-1,3,1) v* *(3,-1,1) y v 3 =(4,0,2) 
son linealmente dependientes, y expresar a v 3 como combinacion lineal de v, y v 2 . 
2-27. En (R 2 x3 , +, R,.) se consideran las matrices 



Probar que son linealmente independientes. 

2-2$. I'siudiar la dependence o independcncia lineal de los vectores 

v,=2' /2 y v 2 = 3^ 

en cada uno de los espacios vectoriales (R, +, R, .) y (R, +, Q, .). 

2-29. Dados los vectores (1, -4, 6) , (1,4,4) y (0, —4,x), del espacio R 3 sobre el cuerpo de 
los reales, determinar x para que sean linealmente dependientes. 

2-30. Demostrar que si a, b y c son tres numeros reales distintos, entonces los vectores 
(1, a, a 2 ) , (1, b, b 2 ) y (1, c, c 2 ) de (R 3 , +, R,.) son linealmente independientes. 

2-31. En el espacio vectorial de las funciones reales definidas en R, se consideran las 
funciones f, g y h, definidas por 

f (t)=t 2 +2t- 1, g(0 = t 2 + 1 , h (?) = t 2 +t 
Demostrar que son linealmente dependientes. 

2-32. En el espacio vectorial (R r \ +,R, .) se dan las funciones f y g definidas por 

H0 = t , 
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Probar que son linealmente independientes. 

2-33. En (R 2 , +, R, .), los vectores (a, b) y (c, d ) verifican la condition ad-be 4 0. 
Demostrar que son linealmente independientes. 

2-34. Determinar si los vectores (1, I, I), (1, 1, 0) y (0, 1, -1) son linealmente independien¬ 
tes en (R 3 ,+, R,.) y en (C 3 ,+, C ,.). 

2-35. Sabiendo que v 1# v 2 y v 3 son vectores linealmente independientes del espacio 
(V, +, K,.), investigar la dependence o independence lineal de los siguientes 
con juntos de vectores: 

i ) { v, + av 2 + Z>v 3 , v 2 + cv 3 , v 3 1 
ii) { vj, v 2 + a\ 3 , v 3 + b\ 2 j 
donde a, by c son elementos de K. 

2-36. Sean: { x,, x 2 ,.. x„ ( un conjunto L.I. de (V, +, K,.) y k e K. 

Demostrar 

{ kx x , x 2 ,.. .,x n } es L.I. <* k=£Q 

2-37. Demostrar que si el conjunto A = j x,, x 2 .x„ } es L.I. y ( x,, x 2 ,. . ., x,„ u j 

es L.D., entonces u es combinacion lineal de la familia A. 

2-38. Sabiendo que el conjunto A, a que se refiere el ejercicio anterior, es L.I. en (V, +, K,.), 
y que x no es combinacion lineal de dicho conjunto, entonces AU |x) es L.I. 

2-39. Demostrar que si el conjunto A = | x,, x 2 ,. .., x„ } es L.I. en (V, +, K,.), entonces 

rx 

se verifica que el vector 2 /x f # 0. 

2-40. Demostrar la independencia lineal de los vectores f,, f 2 ,y f 3 del espacio(R 1 , +, R, ,) t 
donde I es el intcrvalo cerrado de extremos 0 y 1, sabiendo que 


fi(*H 


2 si 0 < x < J- 
3 

0 si — <x < 1 
3 


f 2 (x) = 


2six e [0,~ ] 


0 six e [—,11 
3 J 


f 3 (x) = 2 — x six e [0, 1] 

2-41. Proponer una base en cada uno de los siguientes espacios vectoriales: 

i ) (R, +, R,.) iii) (R 2 x3 , +, R, .) v) (C, +, R,.) 

ii) (R 4 ,+,R,.) iv) (C, +, C, .) 

2-42. Detenninar el subespacio de (R 3 ,+,R,.) generado por los vectores v, =(1,-1, 2), 
v 2 = (0, — 1, 1) y v 3 =(1,1,0). Obtcner una base de dicho subespacio. 


! 
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2-43. Demostrar que los siguientes conjuntos de vectores de (R 3 , +, R,.) generan el mismo 
subespacio 

A= |(1,0,-1),(0,-2, 1)| B = j (1,-2,0), (2,-2,-1)| 

2-44. Determinar una base y la dimension del subespacio de matrices de traza nula de 
(R 2 * 2 , +, R, .)• 

245. En (C 2 , +, R, .) se considera el subespacio S = { (z, u) e C 2 / z - 2u = 0 } 

Obtener una base y la dimension de S. 

246. En (R 2 x2 , +, R, .) se considera S = (A e R 2 x2 / a n (an + a 22 ) = 0} 

Investigar si S es un subespacio, y en caso afirmativo obtener una base del mismo. 

247. Investigar si S = | (z , u) e C 2 / z - ~z + u = 0} es un subespacio en (C 2 , +, C,.) y 
(C 2 , +, R, .)• Si lo es, determinar una base y la dimension. 

248. Determinar el subespacio S de (R 3 ,+, R,.) generado por los vectores (2,0,1) y 
(—1,0, 1). Hallar una base de S y su dimension. Proponer un subespacio T que no 
contenga a los vectores dados. 

249. Dados los subespacios de (R 4 , +, R,.) 

51 = j (x u x-i,x 3 ,x A )lXi +x 7 - jc 3 +x 4 = 0} 

5 2 = ( (Xi, jc a ,x 3 , x 4 )/ x { - x 2 -x 3 -x 4 = 0) 

Obtener la dimension de Si + S 2 . 

2-50. Sea { Vi, v 2 ,..v„ ) una familia de vectores de (V, +, K,.) y r < n. Por definicion, el 
conjunto j v t , v a , . . v r ) es un subconjunto maximal de vectores L.l. si y solo si 
i>r=> | v,,v 2> . ..,v r ,V{) esL.D. 

Demostrar que si | Vi, v 2 , . . v n ) es un S.G. de V y j Vj, v 2 ,. .v r ( es un sub¬ 
conjunto maximal de vectores L.I., entonces este es una base de V. 

2-51. Demostrar que si V es un espacio de dimension finita y V = Si ©S 2 , entonces se 
verifica que dim V = dim S t + dim S 2 . 
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TRA SFORMACIONES LINE ALES 


3.1. INTRODUCCION 

Exponemos en este capitulo el concepto de trasformacion lineal entre dos espacios 
vectoriales sobre un mismo cuerpo, las propiedades generales y los tipos especiales de 
trasformaciones lineales. Se introducen las estructuras de nucleo y de imagen de una 
trasformacion lineal y se da la relacion entre sus dimensiones. Fijada una base en cada 
espacio, siempre en el caso finito, se determina la matriz asociada a una trasformacion lineal. 
Despues del estudio de la composition de trasformaciones lineales, se conecta este concepto 
con el producto de matrices. Finalmentc, se mencionan los espacios vectoriales de 
trasformaciones lineales y el espacio dual de un espacio vectorial. 


3.2. TRASFORMACION LINEAL ENTRE DOS ESPACIOS VECTORIALES 
SOBRE UN MISMO CUERPO 

Sean (V, +, K, .) y (W, +, K,.) dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K. 

3.2.1. Concepto 

La funcion/: V -»• W es una trasformacion lineal u homomorfismo si y solo si 

i )Ia imagen de la suma de dos vectores cualesquiera de V es igual a la sunia de sus 
imagenes en W 

/(x+y)=/(x)+/(y) 

ii) la imagen del producto de cualquier escalar por todo vector de V es igual al producto 
del escalar por la imagen de dicho vector. 


f (a x) = a f (x) 
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Las condiciones i) y ii) se pueden reducir a la unica siguiente: 

/: V -*■ W es una trasfonnacion lineal si y solo si 

/(ax +0y) = a/(x) + 0/(y) 

cualesquiera que sean a y 0 cn K, y x e y en V. 

El lector puede dernostrar por induction completa que si/: V -»■ W es una trasfonnacion 
lineal, entonces se verifica que 

/(J i a f x,)= .£ «//( Xi ) 

cualquiera que sea «eN, 

Esto nos pennite afirmar que las trasformaciones lineales preservan las combinaciones 
lineales. 

Ejemplo 3-1 

Sean los espacios vectoriales (R 3 , +, R, .) y (R 2 , +, R, .). 

La funcion /: R 3 -* R 2 definida por 

/(*i,*a,*3) = (*i ~x 3 , * 2 -* 3 ) 
es una trasformacion lineal, ya que se verifican las condiciones: 

i) f[(x i ,x 2 ,x 3 ) + (y i ,y 2 ,y 3 )]=f(x l +yi,xt +y2,*3 +y a) = 

^(Xx +y 1 -x 3 -y 3 ,x 2 +y 2 -x 3 -y 3 ) (1) 

por suma en R 3 y definicion de/. Por otra parte, teniendo en cuenta la definition de / 
y la suma en R 2 , es 

f(x x ,x 2 ,x 2 ) +/Oi, 72 ,^ 3 ) = (*1 x 3 , x 2 -x 3 ) +Oi -y 3 ,y 2 -^ 3 ) = 

= (*1 -x 3 +vi -y 3 , x 2 -x 3 +y 2 -y 3 ) (2) 

De (1) y (2) se deduce que la imagen de la suma es igual a la suma de las imagenes. 

ii) Por definition de producto de escalares por ternas, definicion de /, propiedad 
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distributiva del producto en R, producto de escalares por pares, y por definition de 
f, es 

f[a(x lt x 2 , x 3 )]=f(ax u ax 2 , ax 3 ) = (o:x 1 - ax 3 , ax 2 - ax 3 ) = 

= oc(Xi-x 3 ,x 2 ~ x 3 ) = af(x lt x 2 ,x 3 ) 

0 sea, la imagen del producto de cualquier escalar por todo vector es igual al producto 
del escalar por la imagen del vector. 

Ejemplo 3-2 . 

La funcion /:R 3 ^R 2 tal que /(*,, x 2 , x 3 ) = (xj - x 3 ,x 2 - x 3 + 1) no es una 
trasformacion lineal, pues 

f[(x i ,x 2 ,x 3 ) + (y 1 ,y 2 ,y 3 )]=f(x l +y u x 2 + y 2 ,x 3 + y 3 ) ts 
= (*i + y\~x 3 — y$t x 2 +y 2 — x 3 -y 3 + l) 

pero 

f(xi,x 2 ,x 3 ) + f(y l ,y 2 ,y 3 ) = (x l -x 3 ,x 2 -x 3 + l) + (y x - y 3 ,y 2 - y 3 + 1) = 

= (x l -x 3 + >>, -y 3 ,x 2 -* 3 +y 2 - y 3 + 2) 


Ejemplo 3-3. 

Supongamos que / : R 2 -> R 3 es una trasformacion lineal que verifica 
/0> 0) = (1,2, 3) y /(0, 1) = (0, -1, 2) 

Podemos obtener la imagen de (2, -3) de la siguiente manera 

/(2, -3) =/ [(2, 0) + (0, -3)] = /[2 (1,0)+ (-3) (0, 1)] = 

= 2/(1,0) + (—3)/(0, 1) = 2 (1, 2, 3) + (-3) (0, -1,2) = 

= (2,4, 6)+(0,3,-6) = (2,7,0) 

3.2.2. Propiedades y clasification de las trasformaciones lineales 

Sea /: V-*W una trasformacion lineal. Denotaremos mediante 0 V y 0 W a los vectores 
nulos en V y en W, respectivamente. 

I . La imagen del vector nulo del primer espacio por toda trasformacion lineal es el vector 
nulo del segundo espacio. 

Teniendo en cuenta que el producto del escalar 0 por cualquier vector es el vector nulo, y 
la condition ii) de la definition de trasformacion lineal, se tiene 

/(0 v )=/(0x)=0/(x) = 0 w 

II. La imagen del opuesto de todo vector del primer espacio es igual al opuesto de su 
imagen. 
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Considerando la propiedad 1.3.4., y la definition de trasformacion lineal, es 
/(-X) =/[(- l)x] = (-l)/(x) = -/(x) 

De acuerdo con la definicion, una funcion /: V W es una trasformacion lineal si y solo 
si satisface las condiciones i) y ii), pero nada se exige a / salvo que sea una aplicacion. Bn 
particular diremos que 

/es un monomorfismo <*/es inyectiva 
/es un epimorfismo <*•/es sobreyectiva 
/es un isomorfismo <*/es biyectiva 

Si W = V, entonces la trasformacion lineal / se llama un endomorfismo, y si este es 
biyectivo recibe el nombre de automorfismo. 0 sea, un automorfismo es toda trasformacion 
lineal biyectiva de un espacio vectorial en si mismo. 

Ejemplo 3-4. 

La aplicacion/: R 3 -» R 3 definida por 

f (X1 > X 2 , X 3 ) — (pC 2 , —X i, X 3 ) 

es un automorfismo en R 3 . 

Debemos probar que /es una trasformacion lineal biyectiva. 

1. /es una trasformacion lineal, ya que verifica: 

i) La imagcn de la suma es igual a la suma de las imagenes 

/ f(*i, * 2 > x 3 ) + (y x> y 2 ,y$)] = f(x\ + y i,X 2 + .P 2 >*3 + _y 3 ) = 

= (x 2 + y 2t --*! ~y lt x 3 + y 3 ) =(x 2 ,-x l ,x 3 ) + (y 2 ,-y i ,y 3 )=: 

= f(Xi,X 2 ,X 3 )+f(y l ,y 2 ,y 3 ) 

ii) La imagen del producto de cualquier escalar por todo vector es igual al producto 
del escalar por la imagen del vector. 

f[0i(Xi, x 2 , x 3 )]=f (axi, ax 2 , ax 3 ) = (ax 2 , - ax,, a* 3 ) = 

= oc(x 2> -x u x 3 )= a/(x,,x 2 ,x 3 ) 

2. /es inyectiva. 

Sean (xj, x 2l x 3 ) y {y\,y 2 ,y 3 )ent\ dominio, tales que 
f(x l ,X 2 ,X 3 )=f(y u y 7 ,y 3 ) 

0 sea 

(x 2 , ~ Xi,x 3 )=(y 2l -y x ,y 3 ) 

Por lo tan to es 

*2 =y 2 , Xj = v, . x 3 =y 3 
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Luego 


(xi,x 2 ,x 3 ) = (y u y 1 ,y 3 ) 

3. /es sobreyectiva. 

Cualquiera que sea (a, b, c) en el codominio, existe (- b, a, c ) en el dominio, tal que 

/ (- b, a, c) = {a, b, c) 

Queda probado asi que /es un automorfismo en R 3 . La trasformacion lineal/puede 
interpretarse como una trasformacion del espacio en si mismo que corresponde a una 
rotacion de 90° alrededor del eje x 3 . 



Ejemplo 3-5. 

1. La funcion /: W que asigna a todo vector de V el vector nulo en W es una 

trasformacion lineal, pues 

/(x + y) = 0w=0^ v +o w =/(x)+/(y) 

/(«x) = 0 w = a Ow = a/(x) 
f se Hama trasfonnacion lineal nula. 

2. La funcion /: V -> V tal que /(x) = ax cualquiera que sea x e V, y a un escalar dado 
en K, es una trasformacion lineal. 







PROPIEDADES 


En efecto: 

fix + y) = a (x + y) = ax + ay =/(x)+/(y) 
f (ax) = a(a x) ~ct (a x) =af (x) 

La trasformacion lineal f asi definida se llama homotecia de razon a. 


Ejemplo 3-6. 

Sea/: R 2 ->R 2x2 definida por 




a + b 0 
0 a + b 


/es una trasformacion lineal, pues 


f[{a,b) + {c,d)]~f(a+c,b+d) = 


a + c + b + d ( 
0 a + b 4 


a + b 0 \ ic + d 0 

+ )=f(a,b)+f(c,d] 

0 a + b' \ 0 c+d 


f[a(a, b))-f(aa,ab) = 


a a + a b 0 

0 a a + ab 


- a 


a+b 0 


0 a+b 


- a f (a , b) 


f no es inyectiva ni sobreyectiva. 


■c + d 


Ejemplo 3-7. 

Si (V, +, R, .) denota el espacio vectorial de los polinomios reales en la indeterminada 
X, entonces la funcion 
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trasformaciones lineales 


que asigna a cada elemento de 
trasformacion lineal, pues 


V el correspondiente polinomio derivado, es una 


/( p + Q) = (P + Q)’= P’ + Q’ =/(P) + /(Q) 
f(a¥) = ( a P)’ = «P’=a/(p) 

El endomorfismo/no es inyectivo. 


3.3. NUCLEO EIMAGEN DE UNA TRASFORMACION LINEAL 

Consideremos una trasformacion lineal /: V -> W. 


3.3.1. Concepto de nucleo 





El simbolo N (/) se lee nucleo de f Por definicion es 


N(/)= j xeV/ f(x) = 0 W | 


El nucleo de toda trasformacion lineal 
espacio. 0 sea 


es la preimagen del 


vector nulo del segundo 


N (/)=/•'( { 0 W | ) 


Por definicion, un vector perteneciente a V es un elemento 
imagen es el vector nulo de W. 


del nucleo si y solo si su 


xeN(/) <* /(x) = 0w 



NUCLEO 
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Ejemplo 3-8. 

Determinamos el nucleo de la trasformacion lineal definida en el ejemplo 3-1. 

N (/)= { (x,,*2,x 3 )eR 3 //(*,, x 2 , x 3 ) = (0 >°)l 

Se tiene 

(Xi.x 1t ,x 3 )€N(f)of(x i ,x 2 ,x 3 ) = (0,0)o 

°(X| -^3,^2 -*3) = (0 , -x 3 =0 A x 2 - x 3 = 0^ 

~x 2 =x 3 = a 

Luego 

N (/) = { (fl,fl,fl)/fleR| 

Por definicion de ley de composition externa en R 3 se tiene 

N(0={a(l,l,l)/«eR) 

Esto nos dice que el nucleo de / es el conjunto de todos los multiplos escalares del 
vector (1, 1, 1). La representation del N if) esta dada en el grafico siguiente 



Volviendo a la definicion de nucleo de una trasformacion lineal / V -* W, observatnos que 

N (0 C V 

Por otra parte, de acuerdo con 3.2.2.1., es 

/(0 v ) = 0w 

En consecuencia 

0 V e N (/) 

Luego, el nucleo de toda trasformacion lineal /'es no vacio. 
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3.3.2. Propiedad del nucleo 

El nucleo de toda trasformacion lineal entre dos espacios vectoriales es un subespacio del 
primero. 

Hipotesis) /: V -*■ W es una trasformacion lineal. 

Tesis) ( N (/), +, K,.) es un subespacio de (V, +, K, .). 

Demostracion) Ya hemos visto que el nucleo de toda trasformacion lineal entre dos 
espacios vectoriales es una parte no vacia del dominio. De acuerdo con la condition 
suficiente, demostrada en 1.8.2., faita demostrar: 

1. N (/) es cerrado para la suma. 

Sean x e y dos vectores cualesquiera de N (f). 

x eN if) a y eN (/)=>/(x)=0 w A/(y) = Ow => 

=> /(x)+/(y) = O w E> /(x + y) = Ow => 

=>x + y eN (f) 


Por definicion de nucleo, suma en W, definicion de trasformacion lineal y definicion de 
nucleo. 

2. N (/) es cerrado para el producto por escalares. 

Sean a e K y x e V 

aeKAxeV=>aeK a/(x) = O w = > a/(x) = a)O w => 

=»/(ftx) = O w a x e N (f) 

Por definicion de nucleo, producto de escalares por elementos de W, definicion de tras¬ 
formacion lineal, propiedad 1.3.2. y definicion de nucleo. 

3.3.3. Concepto de imagen 

hnagen de una trasformacion lineal /: V -> W es el conjunto imagen del dominio, o sea, es 
la totalidad de las imagenes de los vectores del primer espacio. 

El simbolo 1 (f) se lee: imagen de f. 

IOT=(/(x)/xeV| 


Tambien 

1 ( 0=1 yeW/3xeVA /(x) = y) 



IMAGEN 
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Sabemos que /(0 V ) ~ 0 W . En consecuencia, 0 W e I (J ), lo que significa que 

1 ( 0*0 

Adcmas, dc acucrdo con la definicion, es 

1(0 C W 


3.3.4. Propiedad de la imagen 

La imagen de toda trasformacion lineal entre dos espacios vectoriales es un subespacio del 
codoininio. 

Hipotesis) /: V ->■ W es una trasformacion lineal. 

Tesis) ( I (/),+, K, .) es un subespacio de (W, +, K, .). 

Demostracion) Sabemos que la imagen de toda trasformacion lineal entre dos espacios 
vectoriales es una parte no vacia del scgundo. Teniendo en cuenta la condition suficiente 
para la existencia de subespacio, probaremos: 

1. 1 if) es cerrado para la suma. 

Sean uyv dos vectores de I (/). 

u e 1 {/) a vel^^Bxilyen V//(x) = u a /fy) = v => 

=>/(x) +/'(y) = u + v a xeV a yeV=> 

=>/(x + y) = u + v a x + yeV^u+vel (J) 

Memos aplicado la definicion de imagen, de trasformacion lineal y de imagen. 

2. I if) es cerrado para el producto por escalares. 

Consideremos aeKyueI(0 

aeK a ueI(/)=^aeK a /(x)=u a xeV=> 


=> a / (x) = a u a xeV^/(«x) = o:u a axeV^ 
=> a u e I (/) 
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De acuerdo con la definicion de 
lineal y definicion de imagen. 

Ejemplo 3-9. 


imagen, producto en W, definicion de trasformacidn 


e D „ C d eTemprdI nade ° y image " * ** ,rasfo ™ a <= i6 " /: R 2 ^ R 2 * 2 definida 

1. 


N (/)~ { (x lt x 2 )eR 2 //(*, ,x 2 ) = N) 


(•*i,* 2 )eN (/)■*■/(xi,x 2 )=s 


0 

0 



o 


/ -*1 +X 2 

° ) 

J° 

°\ 

' 0 JC, 

+ x 2 1 

' 0 

ol 


°A’l + X 2 = Qo 


Luego 


=- a* 2 


o sea, el nucleo de/es el 


N (0 - f (- a, a) / a e R ) 

conjunto de los pares ordenados de componentes opuestas. 


1 


A = 


1 C0= {A c R 2X2 f f(x i , -V 2 ) = A} 

(c J 6 ' V)«3(x,, Xi )eR 2 /f( Xl , Xl) = A 


Xi + x 2 0 

0 Xt +x 2 


(a b 


c d 


+X 2 =a = d a b = c-o 


Luego a I (/) pertenecen las matrices del tipo 



Ejemplo 3-10. 

Dada ia trasformacion lineal del ejemplo 3-9, determinant las dimensiones de N (/) e 



NUCLEO E SMAGEN 
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1. Hemos visto que 

N if) = {(-a, a) / a e R } 

Teniendo en cuenta la definition de ley de composition externa en R 2 , es 

N C/) = { <*(-1, 1) / a eR} 

Esto significa que N (f) esta generado por el vector (-1, 1), es decir, este vector 
constituye un sistema de generadores del nucleo. Ademas es linealmente independiente 
segun 2.4.3. i). Por consiguiente, {(-1,1)} es una base del nucleo. 

Entonces 

dim N (0 " 1 

2. Como 



/ae R 


podemos escribir, por definicion de producto de escalares por matrices: 

1 °\ I 

)/ae R 

0 1 / ) 

0 sea, la matrix 

1 0 
0 1 

es un sistema de generadores de l (/), y ademas linealmente independiente. En 
consecuencia, constituye una base. 

Luego 

dim I (0 = 1 



3.3.5. Nucleo de un monomorfismo 

Una trasformacion lineal /: V -> W es inyectiva si y solo si el unico elemento del nucleo es 
el vector nulo del dominio. 

1. Sea /: V -* W un monomorfismo. Debemos probar que N (f) = ( 0 V } * 

O v eN(0=> |0 V | c N (/) (1) 



78 


TRASFORMACIONES LINEALES 


Sea x e N (/). Se tiene 

xeN(/)=>/(x) = O w =/(O v )^x = O v ^xe j 0 V ( 

Por definition de niicleo, 3.2.2. 1. y por ser/inyectiva. 

Entonces 

NCOCjOvi (2) 

De (1) y (2) resulta 

not= |o v ) 

2. Sean /: V ->■ W una trasformacion lineal y N (f) = ( 0 V ) 

Para demostrar que/es inyectiva consideremosdos vectores cualesquiera xey en V, tales 
que/(x)=/(y). 

Ahora bien, por suma en W, definiciones de trasformacion lineal y de nucleo, por 
hipotesis y suma en V, sc tiene 

/(x) ”/(y) ^/(x) -/(y) =0 W ^/(x-y) =0 W => 
^x-yeN(/) => x-y = O v => x=y 

O sea, basta que el nucleo tenga un unico elemento para que la trasformacion sea 
inyectiva. 

Ejemplo 3-11 . 

La imagen de cualquier conjunto linealmente dependiente, por toda trasformacion 
lineal, es linealmente dependiente. 

Sea/: V -*W una trasformacion lineal.y { v,, v 2 ,.. ., v r } un conjunto linealmente 
dependiente en V. Debemos probar que { /(v,),/(v 2 ) ,. . .,/(v r ) } es linealmente 
dependiente en W. 

En efecto, por definition de dependencia lineal se verifica que 

r 

3 / / .2 a ( v { = 0 V a ott i= 0 

Aplicando/ es 

/(.2 a,- v f ) =/ (0 V ) a a,- ^ 0 

Por ser/una trasformacion lineal y por imagen del vector nulo se tiene 

«//(Vi) = O w Aft^O 

En consecuencia 


es linealmente dependiente. 


IMAGEN 


Ejemplo 3-12. 

Si f : V -*■ W es una trasformacion lineal y Vj, v 2 ,..v r son vectores de V tales que 
sus imagenes constituyen un conjunto linealmente independiente en W, entonces 
v,, v 2 ,. .., v r son linealmente independientes. 

En efecto., consideremos una combination lineal, con escalares a determinar, de los 
vectores Vi , v 2 ,. .v r , que sea el vector nulo de V 

r 

2 ai Vi = 0 V 

1=1 

Entonces, por definicion de funcion, es 

/( 2 a, v,) =/(0 v ) 

1=1 


Por ser/una trasformacion lineal y por imagen del vector nulo, se tiene 

<*i/(Vi) = O w 

Como los vectores/(v,), /= 1,2,.. .,rson linealmente independientes en W, resulta 

= 0 V/ ~ 1,2 ,..r 


Luego 


Vl.Vl.v r 

son linealmente independientes en V. 


Ejemplo 3-13. 

La imagen de todo conjunto linealmente independiente, dada por cualquier trasforma¬ 
cion lineal inyectiva, es un conjunto linealmente independiente. 

Hipotesis) /: V -*• W es una trasformacion lineal 1 -1. 

{ v 1 , v 2 , . . ., v r ] es L.I. en V. 

Tesis) { /(vj),/(v 2 ) ,.. .,/(v r ) J es L.I.en W. 

Demostracion) Sea 

2 1 «i/(v ? ) = 0 w 

Por ser / una trasformacion lineal es 

/( .2 a i v i )=°w 

Por definicion de nucleo se tiene 
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Y como/es inyectiva, el nucleo se reduce al vector nulo de V, o sea 

r 

.2a /Vj = 0 v 

Aplicando la definition de independence lineal a los vectores de la hipotesis 

<*/ = 0 

En consecuencia 


es 


//(vi ),/(v 2 ). f(r r )j 

es un conjunto linealmente independiente. 


3.4. DIMENSIONES DEL NUCLEO Y DE LA IMAGEN 

La trasformacion lineal/: R 2 -*R 2><2 , estudiada en los ejemplos 3-9 y 3-10, verifica 

dim N (/) = 1 y dim I (/)=] 

O sea 

dim N (/) + dim 1 (f) = 2 = dim R 2 

Este hecho se verifica cualquiera que sea la trasformacion lineal definida en un espacio 
vectorial de dimension finita. 

Propiedad 

Sl K >) es un espacio vectorial de dimension finita y /:V-» W es una 

trasfonnacion lineal, entonces la suma de las dimensiones del nucleo y de la imagen es igual a 
la dimension del primer espacio. 

Hipotesis) /: V-*W es una trasfonnacion lineal 

dim V = n 

Tesis) dim N (0 + dim I (f) = dim V 
Demostracion) 

1-1(0 tiene dimension finita 

Sabiendo que cualquier base de V es finita, se deduce que I (f) tiene dimension finita. En 
e tec to, si f w,, w 2 ,.. w r } es un conjunto L.I. en I (f), entonces existe un conjunto LI 
en V: j v lf v 2t . . .,v r / tal que 

/(V,) = w,- 1=1,2, ...,r 

de acuerdo con el ejemplo 3-12. Esto significa que si I (f) no tuviera dimension finita 
entonces V no tendria dimension finita. 

2. Sea ( x,, x 2 ,..., x p ) una base de N (f). 

Si n -p, entonces N (f) = V y dim I (/) = 0, pues en este caso es I (0= j 0 W } . 



DIMENSIONES DEL NUCLEO Y DE LA IMAGEN 


Si p < n, entonces, por el teorema de extension, existen y i, y 2 ,..y g en V, tales que 
A — | xj, Xj,..Xp, y1 5 y2 > • • •» y*} 

es una base de V. 



Se tiene p + s = n, y el teorema se reduce a probar que dim !(/) = .?. 
Considcremos las imagenes de los vectores yi ,y 2> .. y s - Sean estas 

Z/=/(y<) coni = 1,2,. ..,s (1) 

Demostraremos que ( , z 2 ,..z s } es una base de I (/). En efecto: 

i) ( z,,z 2l . . .,z s ) es LI. 

Sea 

s 

.2 a.z«=0w 


Por(1) 

.2 /(y,0 = Ow */( .2 Yi) = 0 W => .2 a f y f e N (/) => 


-.2 <x t Yi = 2 P/ x ; =*.2 ft xj -.2 a, y, = 0 V =*■ ft = 0 a a, - 0 V/ V/ 


ii) { z t , z 2 ,.. .,z s } es S.G. de I (/) 

Sea z cualquier vector de I (f). Por definition de conjunto imagen se verifica 
zel (/) => 3 x e V / f(x) = z =* z=/(x)ax = 2 a ; - x ; - + .2 ft y f => 

=>z=/(.2 a ; - Xj +.2 fty,) => z = 4 «//(x/)+.2 ft/(y,)=> 
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En i) hemos tenido en cuenta que/es una trasformacion lineal, la definicion de nucleo, la 
base de este, suma en V, y el hecho de que A es una base de V. 

En ii) hemos expresado a x como combinacion lineal de la base de V, se ha tenido en 
cuenta que f es una trasformacion lineal, que todo x ; - es un elemento del nucleo, y que el 
producto de cualquier escalar por el vector nulo es el vector nulo. 

Queda demostrado entonces que 

dim N (f) + dim I (f) - dim V 


Ejempto 3-14. 

Consideremos la trasformacion lineal/: R 4 -> R 2 definida por 

f(x u x 2> x 3 ,x 4 ) = (x, -x 2 -x 3 +x 4 ,0) 

Determinamos: 

1 • El N (/), una base del mismo y su dimension 

(x u x 2 ,x 3 ,x 4 )eN(f)of(x u x 2 ,x 3 ,x 4 )=( 0 , 0)o 
°(*i ~x 2 -x 3 + x 4 , 0)= (0,0) — x 2 ~x 3 + x 4 = 0<* 

«*Xj = x 2 +x 3 -x 4 

En consecuencia, los vectores del nucleo .son del tipo (a + b - c, a, b, c ), y por 
definicion de suma en R 4 y producto de escalares por cuaternas, se tiene 

(a + b-c,a, b, c) = (a, a, 0,0) + (b, 0, b. 0) + (-c, 0, 0, c) = 

= a( 1, 1,0, 0) + 6(l,0, 1, 0) +c(-1, 0, 0, 1) 

O sea, los vectores 

vj =(1, 1,0,0) v 2 =(1,0, 1,0) v 3 =(-1,0,0, 1) 

son un sistema de generadores de N (/). Ademas, son linealmente independientes y por 
lo tanto constituyen una base del mismo. Luego 

aim N (f) = 3 

2. Una base de 1 (f). 

De acuerdo con el teorema anterior es 


O sea 


dim N {f) + dim I (f) = 4 


dim 1 (J) = 1 

Entonces, toda base de 1 (J) tiene un unico vector. 

Como 

l(/) = {(a- b-c+d,0)/a,b,cydeR) 

se verifica que 
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{y\>yi)eUf)*>(y u yi) = {a-b-c + d,V)o 
<*■ 0,, y 2 ) = (a , 0) + (-b, 0) + (-c ,0) + (d,Q)o 
^(yi.>a) = «(l ,0)-6(l,0)-c(l,0) +d(l,0)o 
<> (} , i,y 2 ) = (a-b - C +d)(l,Q)o(y 1 ,y 2 ) = u(l i 0) 


Luego 

En consecuencia 


(1,0) es una base de I (f). 
dim I if) - 1 


3.5. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS TRASFORMACIONES LINEALES 

Sean (V, +, K,.) y (W, +, K, .) dos espacios vectoriales y [v]= ( v,, v 2 ,..., v„ ) una 
base de V. Si W!, w 2 ,. .., w„ son n vectores cualesquiera de W, entonces existe una unica 
trasformacion lineal /: V W tal que /(v,) = w f V/ = 1,2,..., n. 

Hipotesis) (V, +, K,.) y (W, +, K,.) son espacios vectoriales 

[v] = { v,, v 2 ,. .v„ | es una base de V 

CW 

Tesis) Existe f : V -*■ W trasformacion lineal unica, tal que/(v,) = w it V/= 1,2 

Demostracion) Sea cualquier vector x e V. Entonces cxisten y son unicos los escalarcs , 
a 2> .. .,(x n , tales que 

M 

x = £ a.- V; 
i =1 1 

ya que todo vector del espacio puede expresarse de modo unico como combination lineal de 
los vectores de la base, segun 2.4.2. 

Definimos 

n 

f : V -»• W mediante /(x) = 2 a,- w* 

i=i 

La asignacion (1) caracteriza a /como una funcion de V en W. 

Necesitamos probar las siguientes afirmaciones: 

1. /es una trasformacion lineal 

Si x e y son dos vectores cualesquiera de V, y a e K, entonces 

n n 

x = 2 v, A y = 2 ft v. 
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trasformaciones line ales 


y se verifica 


*) /(«+y) =/(£ «,■ v,- + S ftv,., = f( i (a , +wV( , .| (at+wW( . 

= .£ «,-w, + .| ft W,=/(x)+/(y) 

«)/(ax)=/(a| a i v I )=/(4 ( att ,.) v ,.) = 

"4 (<*<*»)w, = a2 ap^afix) 


2- i 1,2=>/(v,) = w,- 
En efecto 


Luego 


v ; 0 v, + .. . + o v w + 1 v, + . .. + o v „ 


/(v,-)-0w, + ...+ 0w M + l Wi + ... + o w„ = 

= 1 ' v , = w / 

3 - Bajo la condici6n/(v,) = W| , /es unica. 

Si^ : V-v Wes unatrasformacion lineal talqueF(v ) = w V/- 1 ? 

1 * K w " Vl 1 » 2, .. n, cntonces 
g(x)^g (.g a,. v ( ) = 2^ a ig (v,) = 2 a . w . = 

= 4 «//(v,) =/( / | i a,- V( . ) = /-(x) 

cualquiera que sea x e V. 

Luego 




del pnmero. p aiores que toma sobre cualquier base 


Ejemplo 3-15. 

Defimmos la trasformacion lineal /: R 3 R 2 ol , e „ Qion ^ . 

(1, 1), (1, 1 0) (\ 0 01 pn R3 , q 8 3 a los vectores de la base 

) \ , , en R , los vectores (1,2) (\ 2) v ( i n „ r .2 

respectivamente. k y (-1,1) en R 2 , 

Necesitamos dcterminar la imagen de un vector generico (a b p 

este como combination lineal de la base dada C ' ’ C) e R ■ txpresamos a 
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Entonces 

y 


(a, b 

>c) = 

«i (1, 1, l)+a 2 (1, l,0)+« 3 (1, 

0,0) = 


= 

(a, + a 2 + a 3 , a, + & 2 , a,) => 


=> 

a, = 

c ,^ 2 -b-c,ft 3 -« - b 


(a , b , 

, c) = 

c(l, 1, 1) + (6 - c)(l, 1,0)+ (a - 

■A) 0,0, 0) 

f (a ,b, 

c) = 

c(l,2) + (b -c)(l, 2) + (a-b)( 



= 

( c, 2c) + (b - c, 2b - 2c) + (-a + 

b, a - b ) = 


= 

(2 b - a , b + a) 



3.6. PRODUCTO DE MATRICES 

Sean las matrices A e K m xp y Be Llamaremos producto dc las matrices A y B, en 
ese orden, a la matriz C cuyo elemento generico cy cs la suma de los productos de los 
dementos de la fila i de A, por los correspondientes elementos de la columna j de B. 
Escribiremos 


donde 


0 sea 


C= AB 

c ii =a u b ij + a i 2 b 2} + .. . + a ip b pi 


p 

C iJ a ik t> U j 

cualesquicra que sean / = 1, 2,.. m y /= 1,2, . .. n. 

De acuerdo con la definition, para que dos matrices se puedan multiplicar, cl numero de 
columnas de la primera debe ser igual al numero de filas de la segunda. 

Por ejemplo, si 


/1 0 -1 \ 

B = 

/ ! 

-2 

-3 

“ 4 \ 

y 

1 

0 

1 

-2 

1 2 -2 / 


' 0 

-1 

-1 

1 / 


entonces 


AB = 


1 

1 


0 

2 


-1 

-2 


/I 2 3 

10 1 
' 0-1 -1 


4 

-2 

1 


1 3 
3 4 


4 

7 


3 

-2 
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Si A es la misma que en el caso anterior y B = 



entonces 



0 -1 
2 -2 



-5 

-4 


En ninguno de los dos casos existe BA 

En particular, si m-n, los elementos de K” x " se Hainan matrices cuadradasy severifica 
que (K' IX ", +, .) es un anillo no conmutativo, con divisores de cero y con identidad. El tenia 
esta tratado en el capitulo 9 del texto Algebra I ya citado, y se estudiara en detalle en el 
capitulo siguiente. 

El elemento unidad o identidad en K' 1 *' 1 es la matriz 1 definida por 


y verifica 


fly = 1 si /=/ y fly =0 si i #/' 
A1 = IA cualquiera que sea AeK nx ", 


3.7. MATRIZ ASOCIADA A UNA TRASFORMACION LINEAL 


Consideremos una trasformacion lineal /: V ->W, entre los espacios V y W de 
dimensiones linitas n y m, respectivamente. Probaremos que si se fija una base en cada 
espacio, entonces la trasformacion lineal /queda caracterizada por una matriz del tipo mxn, 
quo llamareinos matriz de la trasformacion lineal respecto del par de bases dado. 

Sean entonces 

[v] = { v,, v 2 ,.. v„ } una base de V 


[w] = { w,, w 2 , . .., w w } una base de W 

Si x es cualquier vector de V, por ser [v] una base, existen escalares « 1 ,a 2) . 
unicos, tales que 




X = S OCjVj (1) 


Tales escalares caracterizan a x respecto de la base de V, y segun vimos en 2.6.2. se Hainan 
las coordenadas de x respecto de dicha base. Podemos escribir 
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Si la imagen dexeVesyeW, se tiene 

y =/(x) 

Como y es un vector de W, puede expresarse de modo unico como combinacion lineal de 
la base [w], o sea 

m 

y = .2 «'f W; (2) 

donde a’i, ot \,.. a' m son las coordenadas de la imagen de x, respecto de la base [w]. En 
consecuencia 



Por el teorema fundamental de las trasformaciones lineales, / queda caractcrizada 
univocamente por los valores que toma sobre cualquier base de V. 0 sea, es suficiente 
obtener las imagenes, por /, de cada vector de la base [v]. Ahora bien, para cada 

/ - 1,2,..eW,y por consiguiente puede expresarse como combinacion lineal de la 
base [w], 

O sea 


(3) V/' = 1, 2,.. n 

Asignarnos a cada escalar a u un doble subindice; el primero, asociado a cada vector de la 

base { w t , w 2 , .. w m | , y el segundo, en correspondencia con el vector de la base [vl 
Asi 

f ( v i) = du w i + <z 21 w 2 +. .. + a m j w m 
/(v 2 ) ~Qn w i + a 2 2 w 2 +..,+a wl w m 


f ( v n) - + a 2n w 2 +•. .. + a mn w m 

Los n.m escalares a q, que figuran en las combinaciones de los vectores que son imagenes 
de los elementos de la base de V, constituyen una matriz cuya traspuesta, que denotamos 
con A, recibe el nombre de matriz de la trasformaeion lineal/respecto de las bases [v] y [w], 

O sea 


A = 



a l2 ■ 

• • n 

c 2I 

a 22 ■ 

• • a 2n 

1 

a m 2 ■ 

• • a m n 
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La matriz de la trasformacion lineal es del tipo mxn, donde m es la dimension del 
segundo espacio y n la del primero. 

For consiguiente, para hallar la matriz de una trasformacion lineal/respecto de una base 
en cada espacio, se determinan las imagenes dadas por f de los vectores de la base del primer 
espacio. Se expresan estas imagenes en terminos de la base del segundo espacio, o sea, como 
combinaciones lineales de los vectores de la segunda base. La traspuesta de la matriz de 
coeficientes es la matriz de la trasformacion lineal respecto de las bases dadas en ambos 
espacios. 

Probaremos ahora si A es la matriz de la trasformacion lineal/, respecto de las bases [v] y 
[w], y si X[ v j denota la matriz columna correspondiente al vector x e V, cuyos elementos 
son las coordenadas de este respecto de la base de V, entonces la imagen de x, expresada en 
terminos de la base de W, se obtiene premultiplicando por A al vector columna X[ v ], o sea 

/(x) = AX W = Y [W) 

En efecto, dado x e V, es 

n . in 

x = 2 otj v y (1) y /(x) = y = 2 a’, w, (2) 

En consecuencia, teniendo en cuenta (1) y la definicion de trasformacion lineal, es 

f(x)=f (^ £ tty Vy) = £ tty f (Vy) 

Por (3) rcsulta 


n in 

/(X)= 2 ^ .2 fly W f 

Introduciendo a } en la segunda sumatoria, por ser constante respecto del indice i, y 
permutando las dos sumatorias, se tiene 

it m m rt 

f ( x > = J Jj ,?! a J a U w ' = ,?! (yii a u a ;) w i (4) 

De (2) y (4), por la unicidad de la combinacion lineal que expresa a f (x) en terminos de 
la base [w], es 


n 

(*V=y2 fly- Uj 

Se deduce de esto que la i-siina fila o componente de Y [w j, o sea a' h es igual a la suma de 
los productos de los elementos de la fila i de A por los correspondientes elementos de la 
unica columna de X[ v j, y por la definicion de producto de matrices resulta 
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0 bien 


A X| v ] - Y [w j. 

Reiterando lo enunciado, afirmamos que la imagen de cualquier vector del primer espacio 
es igual al producto de la matriz de la trasformacion lineal por la matriz de coordenadas de 
dicho vector, respecto de la base [v]. Tal imagen resulta expresada en terminos de la base del 
segundo espacio. 


Ejemplo 3-16. 

Consideremos la trasformacion lineal /: R 3 R 2 tal que 

f(x i ,x 2 ,x 3 ) = (x l +x 3 , -x 3 ) ( 1 ) 

1. Determinants la matriz de / respecto de las bases 

M =| (1, 1,1), (1, 1,0),(1,00)} enR 3 

[w]=| (2,0), (0,1) | enR 2 

Mediante (1) obtenemos las imagenes de los vectores de la base [v], y expresamos 
dichas imagenes como combinaciones lineales de los vectores de la segunda base 

/( 1 . 1 , 1 ) = ( 2 , 0 ) = 1 ( 2 , 0 ) + 0 ( 0 , 1 ) 

/(l, 1.0) = (1, 1) = ~(2,0) + 1 (0, 1) 

/(1,0, 0) = (1,0) =~(2,0) + 0 (0, 1) 

Se tiene 


*•(*”) 

A es la matriz de la trasformacion lineal / respecto de las bases [v] y [wj. 
2. Utilizando la matriz A, obtenemos la imagen de x = (1,2, 3). 
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Para ello es necesario determinar las coordenadas de x respecto de la base en R 3 ,o sea, 
a,, a 2 ya 3 tales que 

(1,2,3) = *, (1,1,1) +a 2 (1,1, 0) + a 3 (1,0, 0) = 


Resulta 

Entonces 


Su imagen es 


= (*, +* 2 +<* 3 ,<*, +* 2 ,*,) 




Los escalares 2 y 1 son las componentes de/(x) respecto de la base [w]. 

Si aplicamos directamente /a la tema (1,2,3), se tiene 

/(1> 2, 3) = (4, -1) 

Expresando esta iinagen como combination lineal de la base [w] es 

(4, —1)= 2 (2, 0) + (--1) (0, 1) 


Ejetnplo 3-1 7. 

Obtenemos la matriz de la trasformacion lineal /: R 2 * 2 ->R definida por 



(x, + * 4 ,x 2 -x 3 ) 


respecto de la base canonica en ambos espacios. 

Las imagenes de los vectores de la base canonica de R 2 * 2 son 


/ ( ) =( 1 , 0)=1 ( 1 , 0 )+ 0 ( 0 , 1 ) 

\0 0/ 

/ f ) = (0,1) = 0 (1,0) + 1 (0, 1) 

\0 0/ 
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Resulta 


f 

f 


= ( 0 , — 1 ) = 0 ( 1 , 0 ) + (— 1 )( 0 , 1 ) 

\ 1 0 / 

1 ° °\ 

“( 1 , 0 )= 1 ( 1 , 0 )+ 0 ( 0 , 1 ) 

\o \> 


/1 0 0 1 
Vo 1—1 o 


Notese que, en el caso de la base canonica, los coeficientes de la combination lineal 
son los elementos de la matriz, o las componentes del par. 

Asi, la matriz 



es un vector de R 2 * 2 cuyas coordenadas, respecto de la base canonica 
[v] = { E u , E 12 , E 2 i , E 22 } , son 2, —3, 1 y —1. De modo tal que la matriz puede 
expresarse asi 


p (vJ- 



Su imagen por /, utilizando A, es 


/(P) ~ A P (vj = 


10 0 1 


0 1-10 



Tal imagen resulta expresada en la base canonica de R 2 y se identifica con la que se 
obtiene al aplicar directamente la definition de f. Asi 


/ 


^ j = (2-l . -3 1) = (1, -4) 
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3.8. COMPOSICION DE TRASFORMACIONES LINEALES 

Sean f:V-> U y ^:U->W dos trasformaciones o aplicaciones lineales. La funcion 
compuesta 

g o /: V -> W 

se define como en 4.6., Algebra /, o sea 

te°/)(x)=s[/(x)] 

Demostramos que la composicion de dos trasformaciones lineales en las condiciones 
dadas, es una trasformacion lineal. 

En efecto: 

L (g ° f) (x + y) ~g l/(x + y)] ~g [/ (x) +/(y)] = 

=8 If W] + g\f(y)\ = (g °f) (x) + (g o f) (y) 

2. (a x)] =* [a/(x)J = ag [f(x)\ = 

= <*(£°/)(x) 

Hemos aplicado sucesivamente la definicion de composicion, las hipotesis (/' y g son 
trasformaciones lineales) y la definicion de composicion. 

Ejemplo 3-18. 

Consideremos las trasformaciones lineales 

/ : R 3 R y ^ : R R 2 

definidas por 

fixi,x 2 ,x 3 ) = Xl -x 7 +x 3 y g(y) = (y, 0) 

Determinamos el nucleo de# of. p a ra ello caracterizamos primero la ley de asignacion, 
utilizando la definicion de composicion 

(g°f)(x l ,x 2 ,x 3 )=g[f(x 1 ,x 2 ,x 3 )]=g(x l ~ x 2 + x 3 ) = 

= (*i -x 2 +X 3 , 0) 

Por definicion de nucleo, se tiene 

(*i» x 2 , x 3 )eN(gof)*( go f) ( Xl> x 2 , x 3 ) = (0, 0) 

0 (Xi ~x 2 + x 3> 0) = (0, 0) -x 2 +x 3 = 0^> 

*Xi =x 2 ~x 3 

Entonces 

^ (g ° f) = [ (b - c, b , c) j b e R AceRj 


Como 


(b - c ,b , c) = (b, b, 0) + (-c, 0, c) = b (1, 1,0) + c (-1,0, 1) 
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es 

{( 1 , 1 , 0 ), (- 1 , 0 , 1 )} 

un S.G. del nucleo de g ° /. Como ademas es L.I., tal conjunto es una base del nucleo, 
y por consiguiente su dimension es 2. 



3.9. TRASFORMACION LINEAL NO SINGULAR 


3.9.1. Concepto 

La trasformacion lineal /: V-> W es no singular, regular o inversible si y solo si es 
biyectiva. 

En simbolos 

/: V -* W es no singular o/es un isomorfismo. 

0 bien 

/: V -> W es trasformacion lineal no singular o/es biyectiva. 

Sabemos que una funcion /:V-+W es biyectiva si y solo si admite inversa. En 
consecuencia, podemos escribir 

Una trasformacion lineal /: V -» W es no singular o Existe f ~ l . 

3.9.2. Propiedad 

La inversa de una trasformacion lineal no singular es una trasformacion lineal. 

Sea /: V -> W una trasformacion lineal no singular, es decir, un isomorfismo de V en W. 
Probaremos que / 1 : W -> V es una trasformacion lineal. 
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Consideremos yi y y 2 en W. Por ser/biyectiva, existen y son unicos los vectores x t y x 2 
en V, tales que 

/(xi) = yi y /(x 2 ) = y 2 

Se verifica que 

1. /■' (yi +y i)=n [/(x,)+/(x 2 )]=/-' \f( Xl +x 2 )] = c r o/) (Xl +x 2 ) = 

= *v (Xi +X 2 ) = x, + x 2 = / _1 (y 1 ) + /" 1 (y 2 ) 


2. Sean aeKyy, e W 
Entonces 


/"' (ayi)=r' [a/(x 1 )}=/ _1 {/(axi)] = 

°f)(ocx l )= i' v (axO^ax! = a/' 1 (y,) 

/y /’* se Hainan trasformaciones lineales inversas, y se verifica que 

/"* ° /= y / ° Z 1 = *w 

donde j' v e *w denotan las identidades en V y en W, respectivamentc. 


Ejemplo 3-19. 

La trasformacion lineal/: R 2 -*R 2 definidapor 

fifl , b) = (a, -b) 

es no singular, por ser biyectiva. 

En efecto 

1. Sean (a , b) y (a’, b’) en el dominio, tales que/(a, b) ~f(a\ fr*). 
Entonces es 

(a, -b) = {a\ -b *) 

En consecuencia 


O sea, /es inyectiva. 


a =a' y b =b’ 


2. Sea ( a , ft) cualquier vector del codominio. 
Existe (a , -b) en el dominio, tal que 


Z (a, -b) = (a, b) 

Y, por consiguiente,/es sobreyectiva. 

El significado geometrico de esta trasformacion lineal es una simetna respecto del eje 
de abscisas 
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1. Hipotesis) /: V -» V es una trasformacion lineal inyectiva 
dim V = n 


Tesis) /es sobreyectiva. 

Demostracion) Por hipotesis,/es inyectiva. En consecuencia, por 3.3.5., es 

N(/)=|0 V ) 

y 


Como 


dim N if) = 0 


dim N (/) + dim I if) = dim V 

resulta 


dim I if) = n = dim V 

En consecuencia, I if) = V, o sea,/es sobreyectiva. 


2. Hipotesis) /: V->Ve s una trasformacion lineal sobreyectiva 


dim V = n 


Tesis) /es inyectiva. 

Demostracion) Sea { w,, w 2 ,. .w„ j una base del codominio V. Por ser / 
sobreyectiva, existen , v 2 ,. .v n en V, tales que 

/(v<) = Wf 1,2,. 

Los n vectores Vi,v 2 , . .., v„ son linealmente independientes en V, y de acuerdo con 
2.7,2. constituyen una base de V. 

Consideremos ahora un vector x cualquiera perteneciente al nucleo de /. Se verifica que 

x e N if) => x = S at V{ a /(x) = 0 =* /(x) = a,/(v,) = 0 =* .S w, = 0 =► 

=►0!; = 0 , Vl = 1, 2, . . 

Siendo N if) = 0 V , resulta/inyectiva. 

3.10. COMPOSICION DE TRASFORMACIONES LINEALES 
Y PRODUCTO DE MATRICES 


Consideremos las trasformaciones lineales 

/: V U y 

y sean 

[vj = ( Vi,v 2 ,. ..,v n ) , [u]= j u,,u 2 ,.. .,u p ) y [w]= { w,,w 2 ,-,w m } 

bases de U, V y W, respectivamente. 
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Las trasformaciones lineales / y g quedan caracterizadas por las matrices 
AeK pxn yBeK mxp 

respecto de las bases dadas en cada espacio. 

Se verifica que la trasformacion lineal compuesta 

gof : V + W 

esta asociada a la matriz 

C = BA e K mxn 

respecto de las bases [v] y [w]. 

En efecto, sabemos que para determinar C se necesita obtener las imagenes de los vectores 
de la base [v] y expresarlas en funcion de los vectores de [w], o sea 

m 

(g°f) (Vy) = .2 CijWi (1) 

Por otra parte, teniendo en cuenta la definicion de composicion de funciones, que f y g 
son trasformaciones lineales de matrices A y B, respectivamente, y propiedades de la 
sumatoria, se deduce 


(g 0 f) (vy) = g [f (vy)] =g (X =i a kj u fe ) = X =i a kj g( u fe ) = 

pm pm m p 

= a W b ‘ h w ' = tp =1 ,?! b ih w / = .S ( ^ b ih a kj ) w i (2) 
De (1) y (2), por unicidad de la imagen, se deduce que 

p 

c tj “ b,k ah > 

En consecuencia, por definicion de producto de matrices, resulta 

C = BA 


Ejemplo 3-20. 

Sean /: R 3 R y # : R -> R 2 trasformaciones lineales definidas por 

f(x l ,x 2t x 3 )=x 1 +x 2 -x 3 
g(y) = (y, 2 y) 

Se consideran las bases 

[v] = {(1,0,0),(0, 1,0),(0,0,1)1 enR 3 

[u] = { 1 f en R 

[w] = 1(2,0), (0,2)1 en R 2 
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Determinamos las matrices asociadas afgyg°f,y verificamos el teorema anterior 

/(l, 0,0)= 1 = 1.1 

/( 0,1,0)= 1 = 1.1 =► A = (1 1 -1) 

/( 0 , 0 , 1 ) = — 1 =(— 1 ) 1 


Resulta 


^(1) = (1» 2) = - ~ (2, 0)+ 1 (0, 2) =* B 



C = B A 



(1 


a 


i 




Definimos ahora 

gof: R 3 R 2 

(g°f)(xi,x 2 , x 3 )=g [f(x u x 7 , x 3 )] = 

= + * 2 -x 3 ) = (x l +x 2 -x 3 ,2x 1 + 2x 3 -2x 3 ) 

Luego 

fe°/) (1> 0, 0) = ( 1, 2) = ^(2,0) +1(0, 2) 

fe"/)(0,1.0) = ( 1, 2) = i(2,0)+1(0, 2) 

(g ° /) (0, 0, I) = (-1 , -2) = -1 (2, 0) + (- 1) (0, 2) 

O sea 


C = 



]_ 

2 

1 


\_ 

2 

-1 


3.11. ESPACIO VECTORIAL DE TRASFORMACIONES LINEALES 
3.11.1. Concepto 

Con el simbolo L (V, W) denotaremos el conjunto de todas las trasformaciones lineales 
entre los espacios vectoriales V y W, sobre el cuerpo K, o sea 
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L(V, W) = ( /: V -> W / /es trasformacion lineal} 

En L (V, W) defmimos la suma de funciones y el producto de escalares por funciones 
mediante las asignaciones 

(/ + *)(x) = /(x)+*(x) (1) 

(af) (x) = a/(x) (2) 

Demostraremos las siguientes afirmaciones: 

1. La suma de dos trasformaciones lineales de V en W es una trasformacion lineal de V en 
W. 

En efecto: 

i) (/+£)(x + y)=/(x + y)+£(x + y) = 

=/(x) + /(y) + g (x) + g (y) = (f + g) (x) + (f+g) (y) 

ii) (f+?)(«x)=/(ax)+g(ax) = 

= af(\) + ag(x) = a[f(x)+g(\)]^ 

= a(f + g) (x) 

2. El producto de cualquier escalar por cualquier trasformacion lineal de V en W es una 
trasformacion lineal de V en W. 

Utilizando la definicion (2), y con procedimiento analogo al utilizado en 1., el lector 
puede probar que 

(a/) (x + y) = (af) (x) + (af) (y) 

(af) (0x) (a f) (x) 

Ademas, las definiciones (1) y (2) permiten comprobar que el conjunto L (V, W) tiene 
estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K. 

La cuatema [-,L (V, W), + K,. ) denota el espacio vectorial de las trasformaciones 
lineales de V en W, sobre el cuerpo K. 

El vector nulo de este espacio es la trasformacion lineal nula 

e : V -> W definida por e (x) = Ow V x eV 
3.11 .2. Isomorfismo de L (V, W) en K m Xfl 

Sean (V, +, K,.) y (W, +, K, .) dos espacios vectoriales de dimensiones finitas n y m, 
respectivamente, y las bases 

[v] = | v,,v 2 ,...,v n ) enV 

[w] = | w ls w 2 ,..w m } enW 

Entonces, L (V, W) es isomorfo a K m 
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En efecto, definimos 

F : L (V, W) 

mediante 

F(/) = A 

donde A es la matriz de/respecto de las bases [v] y [w]. 

De acuerdo con el teorema fundamental de las trasformaciones lineales, A queda 
umvocamente determinada para cada feL (V, W), respecto de las bases [v] y [w], 0 sea, la 
definition dada satisface las condiciones de existencia y unicidad de toda funcion. Ademas, 
se verifica que: 

1. F es inyectiva, pues si/y g son dos vectores de L (V, W) que satisfacen 

FW-Ffe) 

entonces sus matrices respecto de las bases [v] y [w] son iguales, lo que significa 

/(Vf)=^(Vf) V f = 1,2 ,..n 

En consecuencia 

n n n n 

/(x)=f( j X cXiVj-Z otj f (v f ) = .2 <*,• g ( V f) = g(X a f v f )=£(x) 


0 sea 

f=g 

2. F es sobreyectiva, ya que, cualquiera que sea AeK mxn , existe/: V -*■ W definida por 

w 

f(yj) = 2 a u w, 

tal que 

F(n=A 

3. F es una trasformacion lineal. 

' En efecto: 

F (/ + £) = A+ B = F(/)+ F(^) 

F (ctf) = a A = aF (f) 

donde A y B son las matrices defy g respecto de las bases [v] y [w]. 

En consecuencia 

F : L (V, W) -*■ K mx " 

es un isomorfisino para cada election de una base en V y una en W. 

Resulta entonces que 

dim Z, (V , W) = dim K mx "=rn« 
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3.12. ESPACIO DUAL DE UN ESPACIO VECTORIAL 

Llamaremos espacio dual de un espacio vectorial (V, +, K, .), al espacio vectorial de las 
trasformaciones lineales de V en K. 

V* denota al espacio dual de (V, +, K,.), o sea 

V* = L (V, K) = { f: V -> K / /es trasformacion lineal ) 

Los espacios dominio y codominio son, respectivamente 

(V, +, K,.) y (K, +, K,.) 

Los elementos de V*, es decir, las trasformaciones lineales de V en K, se Hainan formas 
lineales o funcionales. 

De acuerdo con el teorema fundamental de las trasformaciones lineales, toda forma lineal 
queda umvocamente determinada por los valores que toma sobre cualquier base de V. Es 
decir, si [v]=( v,, v 2 ,..., v„ } es una base de V, y x lt x 2 ,...,x n son n elementos 
cualesquiera de K, entonccs la funcion 

f: V -»• K defmida por 
/(x)=/( ( | a , AT,. 

es un elemento de V* = L (V, K), donde a x , a 2 , ..., a n son las coordenadas de x respecto de 
la base [v]. 
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3-21. Determinar cuales de las siguientes aplicaciones de R 3 en R 3 son trasformaciones 
lineales, donde K = R. 

^ • f (X X , X 2 , X3) — (X 2> X 1, X3) 

2 . g(x l ,x 2 ,x 3 )=(x l + l,x 2 + 2 , 0 ) 

3. T(x 1 > x 2 ,x 3 ) = ( 0 ,jc 1 + x 2 , 0 ) 

4. T (xj, x 2 , x 3 ) — (xj x 2 , x 3 , X \) 

3-22. Investigar cuales de las siguientes aplicaciones/son lineales. 

1. /: R 3 -► R 2 defmida por f(x, y, z) = (y, x) 

2. /: R 2 ->R 3 definida porf(x it x 2 ) = (x lt x 2 ,0) + (-1,0,0) 

3. /: R 2 -*■ R 3 definida por/(xi, x 2 ) = (2x x - x 2 , x,) 

4. /: R 2 -> R definida por/(x,,x 2 )=Xi *2 

3-23. Sea /: V -» W una trasfonnacion lineal y sean x e y en V tales que/(x) = z. Sabiendo 
que /(y) - 0 W , demostrar que /(x + y) = z. 

5-24. Sea la funcion /:R J -*R 2 definida por /(*„ *,) = (-*„ Demostrar que es 
lineal, clasificarla e interpretarla geometricamente. 

3-25. La funcion /: R 2 -> R 3 es lineal, y verifica 

/(1. 2) = (-1, 0, 2) /(2, 1) = (0, 2, —1) 

Determinar las imagenes de los vectores (3, 3)y (0, - 1 ). 

3-26. Consideremos un espacio vectorial V sobre un cuerpo K, y dos trasformaciones lineales 

/: V ->• K y £ : V -> K 
Sea F : V -»• K 2 tal que F (v) = ( f(v),g (v)) 

Demostrar que F es una trasformacion lineal. 

3-27. Sea T una aplicacion lineal de R 2 en si mismo, tal que 

T (1,0) = (1, 1) y T (0, 1) = (— 1 ,2) 
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Determinar la imagen del cuadrado de vertices (0,0), (1, 0), (1, 1) y (0, 1). 

3-28. Investigar si existe una trasformacion lineal /: R 2 -»• R tal que 

/(1,2) = 3, /(2,2) = -l y /(2,5) = — 

2 

3-29. Sean /: R 2 -*• R 3 y g: R 3 -»■ R 2 definidas por 

/ (a, b) = (a, a + b, b) y g (a, b , c)= (a + b, c) 

1. Probar que fyg son trasformaciones lineales. 

2. Clasificar/y g. 

3. Deflnir g ° f y f ° g. 

3-30. Demostrar que si /: V -> W es un epimorfismo, entonces / trasfonna sistemas de 
generadores de V, en sistemas de generadores de W. 

3-31. Consideremos (C, 4-, R, .) y /: C -> C definida por/(z) =J + Im (z). 

Determinar si/es una trasformacion lineal, y en caso afirmativo clasificarla. 

3.32. Sea/: R 2 R 3x3 definida por 


/ *i *i 0 V 

/(*1,*2) = 1-^1 *1 X 2 I 

\ o x 2 Xi - X 2 I 

Probar que / es lineal y determinar el conjunto de los vectores de R 2 cuyas imagenes 
por/son la matriz nula. 

3-33. Demostrar que si /: V -> W es una trasformacion lineal y S es un subespacio de I (/), 
entonces / 1 (S) es un subespacio de V. 

3-34. Determinar el nucleo, la imagen y las dimensiones de ambos en las siguientes 
trasformaciones lineales. 

1 . /: R 3 -> R 2 definida por /(xr, ,x 2 ,* 3 )“(Xj + x 2 + x 3 .x 2 +x 3 ) 

2. /:R 2 -»R definida por f(x x , x 2 )=x 1 — 2x 2 

3-35. Definir una trasformacion lineal /: R 4 -*■ R n para un n conveniente, de modo que 
N(/)*={ (pc u x 2 , x 3t x 4 )eR 4 /*, +x 2 =0,Xj - x 4 = 0 ,jc 2 +x 3 +x 4 =o) 
Obtener despues una base y la dimension del nucleo. 

3-36. Una trasformacion lineal /: R 3 -* R 2 esta definida por 

f(x lt x 2 ,x 3 ) = (Xj -2x 3 ,x 2 + x 3 ) 

•' 1. Hallar la matriz A de /, respecto de las bases 

1(1,1,1),(2,2,0),(3,0,0)) enR 3 
1(2,0), (0,2) ) en R 2 
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2. Mediante A, obtener la imagen de (-2, 2, -2) e R 3 . 

3. Determinar la matriz B de/, respecto de las bases canonicas en ambos espacios. 

4. Obtener la matriz C de la misma trasformacion lineal, respecto de la base canonica 
en R 3 y la base del punto 1.en R 2 . 


3-37. Sea la trasformacion lineal /: R 2 -> R 3 definida por 

/(*!, jt a ) = (*i +x 2l x l -x 2 ,x x +2 x 2 ) 

1. Determinar N (/) , I (f), una base en cada uno y sus dimensiones. 

2. Hallar la matriz dc / respecto de las bases 

((1,2),(2,0)j enR 2 
((1,0,0), (0,2,0) ,(0,0,3) ) en R 3 


3-38. La trasformacion lineal /: R 3 -*■ R 3 esta caracterizada por la matriz 

/ 1 1-1 

A = I 3 -3 -3 

' —2 4 2 

respecto de la base canonica. Determinar N (f), I (f) y sus dimensiones. 

3-39. Determinar la matriz dc la trasformacion lineal del ejercicio 3-32, respecto de las bases 
canonicas en R 2 y en R 3x3 

3-40. Dada la trasformacion lineal/; R 2 * 2 -+ R 3 definida por 
a b 


f 


c cl 


= (a+b-c,a+b+d,b+c + d ) 


1. Obtener la matriz de/respecto de las bases 


1 1 
1 1 


1 0 

1 0 


0 0 
0 1 


0 1 

1 1 


en R 


2X2 


(0.2,I),(2,0,l),(0,I,l)|en R 3 


2. Utilizando la matriz hallada, obtener la imagen de 


-1 

2 


3 

2 


3-41. Definir la trasformacion lineal/: R 3 -> R 2 , tal que respecto de las bases 
1(0, 1,1),(1,0,1).(1,1,0)} enR 3 
I (1,2),(2,1)) cn R 2 
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su matriz sea 

1 0 0 
1 -1 1 

3-42. Hallar la matriz de la trasfomiacion lineal g o/del ejercicio 3-29, respecto de las bases 

{ ( 1 , 1 ), ( 0 , — 1 )} eneldominio 
(( 2 , 0 ), ( 2 , 2 )) en el codominio 

3-43. Determinar la matriz de la rotation del piano de angulo 0, respecto de la base canonica, 
con centro en el origen. 

3-44. Sea la trasfomiacion lineal f 0 : R 2 -> R 2 representada por la matriz 

cos 6 - sen 0 
sen 6 cos 6 

respecto de la base canonica. 

Demostrar que si 9 y 6' son numeros reales cualesquiera, entonces 

fo' ° fe = fe + O' 
f o' = f-e 

3-45. Demostrar que si [v]= { v,,v 2 ,...,v„ } es una base de (V,+, K,.), y si f t con 
1 — 1 > 2 ,. .. , n son las formas lineales definidas mediante 

entonces { / es una base deL (V, K), o sea, del espacio dual de V. 

3-46. En (V, +, K,.) scan los subespacios S l y S 2 tales que V = S! ®S 2 . Se considera la 
funcion 



definida por 


?! : V-> V 


P, (x) = x, 

Siendo x = X! + x 2 y x, eS 1 ,x 2 eS 2 . 

La funcion Pj se llama proyeccion sobre Sj, segun S 2 . 
Demostrar: 

1. Pi es una trasfomiacion lineal. 

2. P, es idempotente, o sea P, = P, o Pj = P, 

3. Si P 2 es la proyeccion sobre S 2 , entonces P, + P 2 = 1 



Capitulo 4 


MATRICES 


4.1. INTRODUCTION 

Heraos crei'do oportuno dedicar un capitulo al estudio de las matrices con elementos en 
un cuerpo K, dado el rol fundamental que este tema desempena en todos los campos de la 
Matematica y en las aplicaciones. Conocido el espacio vectorial (K mxn ,+, K, .), se trata 
ahora el producto de matrices, anticipado en el capitulo anterior, y el anillo de matrices 
cuadradas. Sin pretender agotar el tema, se estudian la trasposicion y algunos tipos de 
matrices especiales: simetricas, antisimetricas, triangulares, diagonales, idempotentes, involu- 
tivas, hermitianas, etcetera. Sc trata, ademas, la inversion de matrices, el concepto de 
matrices particionadas, el rango de una matriz y su invarianza frente a operaciones 
elementales. Despues de dar metodos para la determination de la inversa de una matriz se 
estudian la equivalence de matrices y los cambios de bases en espacios vectoriales. 


4.2. PRODUCTO DE MATRICES 


4.2.1. Concepto 

Recordemos la definition de producto de matrices dada en 3.6. y su conexion con la 
composition de trasformaciones lincales estudiada en 3.10. Si V, U y W son tres 
espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K, de dimensiones finitas, con bases 

[v]= {v,,v 2 ,...,v n ) ,[u]= j u,,u 2 ,. ..,u p } y [w]= I Wj, w 2 ,.. .,w m J respecti- 

vamente, y Be K px, ‘ y A e K mxp son las matrices asociadas a las trasformaciones lineales 

/: V U g: U-^W 
entonces la trasformacion lineal compuesta 

gof : V->W 

esta caracterizada por la matriz producto C = AB e K mxrl cuyo elemento generico es 

p 

C W = J 1 a ik bkj 
n —I 
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Observamos que para que exista el producto de dos matrices, el numero de columnas de la 
primera debe ser igual al numero de filas de la segunda. 

Si A e K mxn y B eK nxm , entonces coexisten los productos AB eK mxm y BA eK nxn , 
pero son distintos si m ¥ z n. 

En el caso en que m = n, tanto AB como BA son matrices del tipo n x n, es decir, 
cuadradas y pertenecientes a K nxri , pero en general se verifica que 

AB^BA 

0 sea, el producto de matrices no es conmutativo. 


Ejemplo 4-1. 

Verificamos la no conmutatividad del producto de matrices en el siguiente caso: 



Este hecho es coherente con lo que sabeinos: la composition de trasformaciones 
lineales, que son funciones, no es conmutativa. 

Si AB = BA entonces direinos que A y B son matrices permutables. 


4.2.2. Asociatividad del producto de matrices 

Sean V, U, S y W espacios vectoriales de dimcnsiones n, p, q, m respectivamente, y una 
base en cada uno. Si 

/:V^U g:U-+S y h: S^W 

son trasformaciones lineales, CeK pxn , BeK axp y AeK mxq son las correspondientes 
matrices, 
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entonces, teniendo en cuenta la asociatividad de la composicion de funciones es 

h ° g o f= {h o g) o /= h o (g- o f) 

Denotando con D a la matriz m x n, asociada a la composicion, es 

D = (AB) C = A (BC) 

Escribiremos entonces D = ABC 


Ejemplo 4-2. 

Calculamos ABC, siendo 


A = 


( 3 

-i o\ 

/ 

\2 

1 2 ) 

*=[ 



C = 



A B C = 



2 X 3 


3X4 


4X 1 



H\ 



3 2 -2 l\/ 

-2 


' 0 \ 

4 7 4 4/1 

, o , 

V l' 


r 14 ) 

2X4 

4X1 


2X1 


4.2.3. Matriz identidad 


En K” x " la matriz I cuyo elemento generico es 8 U , o sea, es 1 si i =/ y es 0 si i 4= /, es 
neutro para el producto. 

1 se llama matriz identidad n x n, y verifica 

AI = IA = A 

cualquiera que sea A € K'* xn . 

En efecto, el elemento generico de la matriz producto AI es 

n 

c u = jSj °ik = an h = a u 

En consecuencia, por definicion de producto, es 

AI = A 


Analogamente se prueba que IA = A. 
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Si A e K m xn , entonces la identidad mx m veriflca 

IA = A 

y la identidad nxn satisface 

AI = A 


Ejemplo 4-3. 

Calculamos AB - I, siendo 


Luego 


AB = 



AB-I=N 


donde N denota la matriz nula de R 3x3 . 
4.2.4. Distributividades del producto 


Si A y B son eleinentos de K" x;j y C e K pxm , entonces es 

(A + B)C = AC + BC 

Esto significa que el producto de matrices es distributivo a derecha, respecto de la suina. 
Para demostrar esta afirmacion, consideremos el elemento generico dy, de la matriz 
(A + B) C. Por las definiciones de suma y producto y propiedades de la sumatoria es 

p p - p 

d‘j ~ 4- bjh) c kj = ^2^ dj ft C)fj + b ih c h j 

O sea 


(A + B) C = AC + BC 


Si C e K mxn y A y B son las matrices anteriores, entonces se verifica la distributividad a 
izquierda. 


C (A + B) = CA + CB 


4.3. ANILLO DE MATRICES CUADRADAS 

En K" xo el producto es una ley de composicion interna, asociativa, con elemento neutro 
igual a la identidad nx n. 
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Por otra parte, sabemos que (K' 1X ", +) es grupo abeliano, y de acuerdo con 4.2.4. el 
producto es doblemente distributive respecto de la suma. 

En consecuencia (K nx ”, +, .) es el anillo no conmutativo, con unidad, de las matrices 
cuadradas nxn con elementos en K. 

Este anillo tiene divisores de cero; es decir, existen matrices no nulas cuyo producto es la 
matriz nula. 

Por ejemplo: 


A = 



y 



¥= N 


pero 


AB = 


0 0 \ 
0 0 / 


Considerando en el espacio vectorial (R 2 , +, R, .) la base canonica, la matriz B representa 
una trasformacion del piano en si mismo que asigna a cada vector (x, y) la imagen ( 0 , x + y), 
y A caractcriza la aplicacion lineal que trasforma cada vector (x , y) en (x , x), ya que 


0 0 
1 1 



1 0 
1 0 



( 0 

\x+y 


x 

X 


La trasformacion lineal compuesta, asigna a todo vector el vector nulo. Es decir, es la 
trasformacion lineal nula. 


4.4. TRASPOSICION DE MATRICES 


4.4.1. Concepto 

Sean los espacios vectoriales (K nx "\ +, K,.) y ( K mxn , +, K,.). Por definicion, la matriz 
B e K mxn es la traspuesta de A e K nxm si y solo si b ij =a Jh y se escribe B = A*. 

El simbolo A* se lee: “A traspuesta”. 

A 2 °\ t I' 1 

A ~ I i 2 3 )> en tonceses A f =l 2 2 

' \ 0 3 

En consecuencia, para hallar la traspuesta de una matriz, se cambian filas por columnas. 
Observamos, adernas, que toda matriz 1 X 1 es igual a su traspuesta. 
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4.4.2. Traspuesta de la suma y del producto por escalares 

La funcion /: K Mxm -> K mxn que asigna a cada matriz del dominio su traspuesta en el 
codominio, es decir, definida por 

/(A) = A' 

es una trasformacion lineal. 

En efecto: 

1. La traspuesta de una suma es la suma de las traspuestas. 

Si denotamos con C a (A + B)*, entonces 

c iJ =a ji + bji 

Y resulta 

/(A + B) = (A + B)' = A' + B' =/(A) +/(B) 

2. La traspuesta del producto de un escalar por cualquier matriz es igual al producto del 
escalar por la traspuesta de la matriz. 

Teniendo en cuenta que si C = (a A)' entonces c y = a a iit resulta 

f(a A) = (a A)* = aA , = a/(A) 


Ejemplo 4-4. 


. 

^1 0 0\ 

1 

Dadas las matrices A = 1 

0 0 1 
\ 0 1 0 ) 

yB = 


calculamos (B* A) f . 


/-I 0 o\ 

Como B* A = (a b c) 0 0 1 = (-a c b ), resulta 

\ 0 1 0 / 



4.4.3. Traspuesta del producto 

La traspuesta de un producto de matrices es igual al producto de las traspuestas en orden 
permutado. 

Sean AeK" xp yBe K pxm . Demostraremos que 

(AB)' = B' A * 
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Si C = AB, entonces 

p 

C U = a ik hi = <*n f>u + a i2 b 2j +. .. + a ip b pj 

es el elemento de la fila/ y de la columna i de C* = (AB) f . 

Los elementos b xj , b 2J , . . b pj de la columna j-sima de B, son los de la fila / de B* 

Analogamente, a n , a i2 . a ip son los elementos de la columna i-sima de A' 

Entonces, el elemento de la fila j y de la columna / de B f A* es 

b li ° tl + b V a n + ■ ■ ■ + bpj a ip a ik b kj 

En consecuencia. 


(AB) f = B*A f 


Ejemplo 4-5. 


La trasposicion verifica (A')'-A. Teniendo en cuenta este resultado y el teorema 
anterior, calculamos (B*A/, en el caso del ejemplo 4-4. 


(B r A) f = A* (B*)* = A*B = | 0 0 



4.5. MATRICES SIMETRICAS Y ANTIS [METRIC AS 
4.5.1. Matriz simetrica 

Una matriz cuadrada es simetrica si y solo si es igual a su traspuesta. 

A 6 K" x " es simetrica A = A ( *>a u = aji Vi Vj 
En R 1 2 3 * 3 , la matriz 


1 0 \ 

2 3 I es simetrica 

3 0/ 

4.5.2. Matriz antisimetrica 

Una matrfe cuadrada^antisimetrica si y solo si es igual a la opuesta de su traspuesta. 

A e K n * 1n es antisimetrica o A = - A t oa ij = - aji Vi Vi 
Los elementos de la diagonal de toda matriz antisimetrica son nulos, pues 
A es antisimetrica =>a u = -a u , V/ => 2a u = 0 , V,= 0 , y/ 
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La matrix 

/ 0 1 ' 2 \ 

A= -1 0 3 

\ 2 -3 0 / es antisimetrica 

Ejemplo 4-5. 

Demostraremos las siguientes propiedades: 

i ) El producto de toda matriz por su traspuesta es una niatriz simetrica. 
Enefecto: 


(AA*)'=(A') e A* = AA' 


Luego, por ser igual a su traspuesta, 

A A' es simetrica 

Observamos que no es necesario que A sea cuadrada para que existan AA* y A*A, las 
que son, en todos los casos, matrices cuadradas. 

ii) La suma de toda matriz cuadrada y de su traspuesta es simetrica. 

Sea AeK” x ”. Se verifica que 

(A + A')' = A* + (A*)* = A* + A= A + A f 
Es decir, A + A* es simetrica. 

iii) La diferencia de toda matriz cuadrada con su traspuesta es antisimetrica. 

Si A e K" xn , entonces, aplicando propiedades anteriores, se verifica 

(A - Ay -A 1 - (Ay = A { - A = -(A - A*) 

En consecuencia, A — A 1 es antisimetrica. 


iv)Toda matriz cuadrada es la suma de una matriz simetrica y de una matriz 
antisimetrica. j 

A e K ,,x " =► A + A 1 es simetrica y A-A 1 es antisimetrica =>— (A + A 1 ) es 


simetrica y ~ (A — A f ) es antisimetrica => A (A + A e ) +~- (A — A f ) es la suma 


de una matriz simetrica y de una antisimetrica. 


Ejemplo 4-6. 

Sean AeK" x,! una matriz simetrica, XeK” xl y YeK" xl . Desarrollaremos el 
producto (X — Y) f A (X — Y). 

Teniendo en cuenta que la trasposicion es una trasformacion lineal, la distributividad 
del producto respecto de la suma y que X f AY es del tipo 1 X 1, o sea, simetrica, 
tenemos 
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(X - Y Y A (X - Y) = (X' - Y f ) (AX - AY) = X'AX - X'AY - Y'AX + Y*\Y - 
= X f AX (X'AY)' - Y f AX i- Y'AY = 

= X'AX - Y'A f (X') f - Y* AX + Y f AY = 

= X^AX - Y'AX - Y*AX + Y'AY = 

= X f AX - 2Y'AX + Y f AY 


4.6. MATRICES TRIANGULARES 

La matriz A e K" xn es triangular superior si y solo si i >/ = 0. 

EnR 3x3 

h - 23 \ 

A = 0 0 2 es una matriz triangular superior. 

\° 05 / 

Analogamente 

A e K." x " es triangular inferior si y solo si / < / => ay = 0. 

El lector puede demostrar que cl conjunto S de las matrices triangulares superiors o 
inferiores de (K" x ", +, K,.) es un subespacio de K MXn . 

Ejemplo 4-7. 

Efectuamos el producto de las matrices triangulares Ay B pertenecientesa R 3x3 , tales 
que a u = 0 si i > j, ay = z +/ si / </, by = 0 si i > j, by = i - 2 / si i < j. 



/2 3 4\ , 

/-■■I -3 -5 ^ 

i 

f -2 -12 —34\ 

A B = 

045 

0 -2 -4 

=1 

0-8-31 


^0 0 6/ \ 

y 0 0-3 J 


o 

o 

1 

00 


Observamos que el producto de matrices triangulares es una matriz triangular. 


4.7. MATRICES DIAGONALES 

4.7.1. Concepto 

La matriz A e K" x ” es diagonal si y solo si i ¥ : j=>a i j = 0. 

Toda matriz diagonal tiene nulos los elementos que no figuran en la diagonal. 
Para denotar que A es una matriz diagonal, escribiremos 
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A = 



= diag (fli, • • mO 


En particular, en K nx ", I y N son matrices diagonales. 

Si todos los elementos de la diagonal son iguales, o sea, si = a, V/, entonces la matriz 
diagonal se llama escalar. Siendo A una matriz escalar, se verifica 

A 


4.7.2. Propiedad 

El conjunto S de las matrices diagonales de (K" xn , +, K,.) es un subespacio de K nx ", y 
su dimension es n. 

La demostracion se propone como ejercicio. 

4.7.3. Propiedad 

El conjunto S de las matrices diagonales de K nxn es un subanillo de (K' lxn , +,.). 

Para demostrar esta afirmacion es suficiente probar que el producto de matrices 
diagonales es una ley de composition interna en S. 


4.8. MATRICES IDEMPOTENTES E INVOLUTIVAS 


4.8.1. Concepto 

Una matriz cuadrada es idempotente si y solo si es igual a su cuadrado. 

A e K nxri es idempotente <>A 2 =A 


A - 




verifica A 2 = A, es decir, es idempotente. 


Una matriz cuadrada es involutiva si y solo si su cuadrado es la identidad. 

A € K nxM es involutiva ^ A 2 = 1 


1 

0 


0 

-1 


es involutiva, pues A 2 



La matriz A = 
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4.10.3. Propiedad 

El producto de dos matrices ortogonales es ortogonal. 

A y B son ortogonales => AB es ortogonal 

En efecto: 

(AB) (AB)* = ABB'A* = AIA* = AA* = I 

por traspuesta del producto y 4.10.2. 

Analogamente es 

(AB)'(AB) = I 

En consecuencia, por 4.10.2. resulta AB ortogonal. 


Ejemplo 4-10. 
Toda matriz 


es ortogonal. 
En efecto: 


( cos a -sen a 0 
sen a cos a 0 
0 0 1 


donde aeR 


/ cos a 

-sen a 

o\ 

, / cos a 

sen a 

°\ 

AA* - 1 sen a 

cos a 

0 

-sen a 

cos a 

0 

\ 0 

0 


1 \ 0 

0 

»/ 



-1 


4.11. MATRICES HERMITIANAS 


4.11.1. Matrices complejas 

(C nxm , +, R,.) y (C' lxm , 4-, C, .) denotan los espacios cuyos elementos son las matrices 
complejas del tipo nx m , sobre el cuerpo de los reales y de los complejos, respectivamente. 

■i 1 + i 2 \ 

I es una matriz compleja del tipo 2X3. 
i -2 3-2 i) 

Matriz coinpleja conjugada de A e C" xm es la matriz B e C n * m tal que b ij =a' i j 
0 sea, dada una matriz, su conjugada se obtiene sustituyendo cada elemento por el 
complejo conjugado. 
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Para denotar la matriz conjugada de A, escribiremos A. 
Si A es la matriz anterior, entonces 


i 1 - i 2 \ 

-/ -2 3+ 2i / 

Diremos que A y A son matrices conjugadas, una de la otra, pues A ~ A. 

Dado_el espacio vectorial (C nxm , +, R,.), la funcion /: C” xm -*C nxm definida por 
/(A) = A es una trasformacion lineal, puesto que se verifica 

i) la conjugada de la suma es igual a la suma de las conjugadas, 

ii) la conjugada del producto de un escalar por una matriz es igual al producto del escalar 
por la conjugada de la matriz. 

El lector puede demostrar que /es un automorfismo. 

Se verifica que la traspuesta de la conjugada de cualquier matriz es igual a la conjugada de 
su traspuesta, o sea 

A' = A* 

Para designar esta matriz, escribiremos A*. 

En el caso ya tratado es 

/ / -/ 

A* = l—i -2 
\ 2 3 + 2/ 

El operador * satisface las siguientes propiedades: 

1. (A*)* = A 

2. (A + B)* = ATB (A + B)' = A' + B* = A* + B* 

3. (A B)* = B* A* 

Para demostrar esta afinnacion es necesario probar que la matriz conjugada de un 
producto es igual al producto de las conjugadas. 

Sean A e C nxp y B e C i,x " 1 . Si C = AB, entonces el elemento generico de C es 

p 

C U = f Z i a ik b kj 

y teniendo en cuenta que el conjugado de una suma es la suma de los conjugados y que el 
conjugado de un producto es el producto de los conjugados, se tiene 

p 



AB = A B 


0 sea 
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Retomando nuestro proposito 

(AB)* = AB* = (A B Y =WV = B* A* 


4.11.2. Matriz hemiitiana 

La matriz A e C nx ” es hemiitiana si y solo si es igual a la traspuesta de su conjugada. 

A es hemiitiana A = A f A = A* «> a# = Vr V/. 

Los elementos de la diagonal de toda matriz hermitiana son numeros reales, pues 
A es hermitiana =>a it = O/j => a ti e R. 


La matriz 


A = 


1 —i 2 + 2 

i -2 -3 -2 i I es hennitiana 


(2-i -3+2/ 3 

Toda matriz simetrica y real es hermitiana, ya que verifica a i} = a }i = a ]]7 


Ejemplo 4-1 1. 

Si a eC y A eC" xm , entonces (a A)* = a A*. 
En efecto: 


(a A*) = aA‘ = (aA)‘=«A ( = a;A* 


Ejemplo 4' 12. 


Dadas las matrices X = | 1 1 y A = ( 1 . 1 * * f , calculamos 

1+17 \ 1 -1 2 


i) X*X = (1 1 - 0 f 1 + . | = 1 + (1 - 0 0 + 0 = 1 + 1 - i 2 = 3 


ii)X*AX = (l 1-01 1 1+ M 1 =(l-2/3-0[ ! . 

' V 1 1 -i 2 / 1 +i \l+i 


= 5 


Ejemplo 4-13. 

Si H = { A eC 3X3 / A es hermitiana}, entonces H no es un subespacio de 
(C 3x3 , +, C, .), ya que H no es cerrado para el producto por escalares. 

En efecto: 
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I 1 1+/ \ 

/ e (. y A - i 0 —2 I e H, pero 

'1-1-2 3 / 

/ / 1 -1 + A 

zA — I —1 0 —2 i I 0H, pues la diagonal no es real. 

\ 1 - i -2 i 3/ / 


El lector puede comprobar que H es un subespacio de (C 3x3 , +, R,.). 


4.12. MATRICES PARTICIONADAS 
4.12.1. Submatrices de A e K” xw 

Eliminando r filas y s coluninas de la matriz A e K nxm se obtiene una submatriz de A, 
que denotaremos asi: 

A 0l,*2. h\ 

donde i t es el numero de la primera fila eliminada,/, es el numero de la primera columna 
eliminada, etcetera. 

Si eliminamos las filas indicadas en 


A = 


'a, 1 flj 

q-. a. 

2 <*13 <*| 

4 a 

n 



7 “23— 

4—<** 


<*31 <*: 

flrt 1- ■ ft- 

2 <*33 a- 

4 <* 

ft 

7 


T <*43 a t 

A —<^ 

7/ 


entonces 


A (2.4 12,4,5)= ( %i 


<*13 \ 
<*33 ' 


Si se mencionan las filas y columnas que se conservan, la notation es 


A [1 ,3 i 1 , 



<*13 \ 
<*33 / 


4.12.2. Particion de una matriz 

Sean A e K xm , n — v x + y m = Mi + M 2 »y consideremos las submatrices 
An = A [1, 2,..., v r 11,2,..., Mi ] 

A 12 = A [1, 2,..., i>! I Mi + 1, Mi + 2,..., m] 
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A 21 = A [l^i +l,^i + 2,. I 1,2,. 

A 2 2=A[r' 1 +l,h +2,I Mi +l,Mi + 2,...»m] 

Escribiremos A= / Au Al2 ] y diremos que A esta particionada en cuatro subrnatrices 
' A 2 i A 2 2 ' 

o bloques. Las descomposiciones n = + ^2 y 07 = Mi + se denominan esquemas de la 

particion para filas y columnas, respectivamente. 

Por ejemplo, la particion de A que se indica a continuation 


1 1 

1 

>— * 

0 

0 —4 \ 

1 2 

3 3 2 

1 0 

2 2 

1 1 1 

1 3 

-3 0 

0 3 1 

2 4 

\-l ° 

1 0 2 

-2 3 / 


corresponde al esquema 

n —V\ +r , 2 = 2 + 3 
m - ju, -I- M 2 + /4=2 + 3+ 2 

y se obtiene 



donde cada bloque Ay es un clemento de la matriz particionada. 

En general, si A c K’ ,xm , « = + p* + .. . + P r y m =Mi + Ma + • • .. + M,, entonces 

las submatrices Ay con 1 = 1,2,. . r, /= 1, 2,. .s son los elementos de A particionada en 
bloques, y se escribe 



4.12.2. Operaciones con matrices particionadas 
I. Adicion 

Sean A y B matrices en K nxm y los esquemas de particion n = v x + v 7 + . .. + v r , 
m = Mi + M 2 + . . . + Ms- Si A = (Ay) y B = (By) son las notaciones de A y B particionadas, 
entonces es 

A + B = (Ay + By) 

con i~ 1 , 2,.. .,r y/= 1 , 2, .. .,s. 
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II. Producto por escalares 

Se define de la siguiente manera: 

<* A = (a Aij) 

in. Multiplication 

Sean las matrices A eK nxp ,BeK pxm y los esquemas de particion 

n- Fj + V 2 + • • • + V r , p = 7Tj +tt 2 +...+ ir t , m = ^ + p 2 + .. .+ Ps 

o sea, A = ( A ik ) y B = (B w ) donde / = 1,2,.. r, j = 1,2,.. ., s y k = 1, 2,.. t. 

El producto en forma particionada es 

AB=( t 4 i A lfe B w ) 


Ejcmplo 4-14. 

Consideremos las matrices A y B particionadas como se indica 



Analogamente se calculan C x2 , C 22 y C 21 , que son los restantes bloques del producto. 


4.13. ESPACIOS FILA Y COLUMNA DE UNA MATRIZ 

Sea A e K nxm y sean los esquemas de particion « = F 1 ,m=l + I+ ... + l. 
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Entonces A queda particionada en matrices columnas y se escribe 
A — (An A 12 ... A lm ) = (Ai Aj . . . A m ) 
donde Aj e K" y / = 1,2,.. M m. 

Definition 

Espacio columna de la matriz AeK" xm es el subespacio de K" generado por las m 
columnas de A. 

Denotamos el espacio columna de la matriz A mediante S C (A). Los elemcntos de S C (A) 
son todas las combinaciones lineales de las m columnas de A. 

0 sea 

I m 

a j A } l ctjeK 


Definition 

Rango columna de una matriz cs la dimension del espacio columna de dicha matriz. 

p c { A) se lee: rango columna de A, y es 

Pc (A) = dim S C (A) 

Si A es una matriz nula, el espacio columna es un vector nulo y el rango columna es 0. Si 
A 4= N, entonces el rango columna de A es el maximo numero de vectores columnas 
linealmente independientes. 

Analogamente se definen el espacio fila y el rango fila de una matriz A, y se indican 
mediante S F (A) y p F (A), respectivamente. 

S f (A) es el subespacio dc K m generado por las n filas de A y dimS F (A) es el maximo 
numero de vectores filas linealmente independientes de A. 

La partition de A e K” xm en vectores filas se indica asi: 


, donde A t e K m ; i- 1, 2,.. n. 


Si es necesario, para referirnos a la submatriz columna de lugar r escribiremos A r , y para 
indicar la submatriz fila de lugar k, pondremos A /{- . El punto en A r significa que el primer 
indice varia desde 1 hasta n. En el segundo caso, el punto indica que el segundo indice es 
variable desde 1 hasta m. 

Ejemplo 4-15. 

Determinamos los rangos fila y columna dc la matriz 
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2 0-1 4 \ 

A= 0 4 1-2 
\ 1 2 0 1 / 


Observamos que las dos primeras filas son linealmente independientes y que la tercera 

combination lineal de aquellas: A 3i =- A,. + —A 2 .. En consecuencia, el rango fila 

2 2 


es 


de A es 2, El lector puede eomprobar que el maximo numero de vectores columnas 
linealmente independientes de A tambien es 2. 

Ambos rangos, fila y columna, coinciden. 


4.13.2. Propiedad 


Los rangos fila y columna de toda matriz son iguales 

Hipotesis) AeK” xm 
Tesis) Pc(A) = Pf(A) 

Demostracion) 

Si A = N, entonces p c (A) = 0 = p F (A). 

Sea A ^ N y pc(A) = r. Probaremos que p F (A) = r. 

Podemos suponer, sin perdida de generalidad, que las r primeras columnas de A son L.I. 


tfjl ff 12 ... (l\r ,r+fe • • • a \ 


A- I an ail • • • a ir a i,r + l ■ ■ ■ a i,r+h • • • a i 


a n\ a n2 ■ • • a nr a n,r +1 ■ ■ ■ a n,r+k ■ • • a n 



Particionando A en vectores columnas es 

A = (A.i A_2 . . . A r .. . A -r +ft . . . A m ) 

Por lo supuesto, las r primeras columnas de A constituyen una base de S C (A). En 
consecuencia 

A = a i fe A.j + a 2 fe A_2 + . . . + &rk A. r — 


= ^£ a ih A.; (1) Vfc = 1,2,..., m-r 


Sea { e t , e 2 ,.. e m } la base canonica de K m . Como las filas de A son vectores de 
K w , se verifica que 

m 

A,• = ff,i ej + fl,- 2 e 2 + . . . + £f jr e r + l e r+ !"!*•■■ — ^ ^ih e /» (2) 

h =1 


V / = 1,2,..., n 
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De (1) y (2) resulta 

A; —an ej + dj 2 e 2 + . .. + dj r e r + 

+ (»n a t i +« 21 +. .. + <* rl «,>) e r+ 1 + 

+ («, 2 fl,i + <*22 <*i2 + • • • + a r2 a iv ) e r+2 + 

+ ...+ 

(®I ,m-r ^il a 2 ,m-r a i2 m -r &ir ) ®m = 

= <*«! ( e l + <*11 e r + I +«12 e r+2 + •+«l,m-r«m) + 

+ < 7 i2 (e 2 + <*21 e r+l + <*22 e r + 2 + • - • + <*2.m -r e m ) + 


+ a ir (e r -f a rl e r+ { + a r2 e r+ 2 + ■ .. + & r ,m -r e m ) ~ 

~*n e’i + a i2 e *2 + ... + a ir eV 

En consecuencia { e\, e’ 2> .. ., e’ r } es un sistema de generadores de las filas de A. 

Si p F (A) = r\ entonces es 

/•’<r (3) 

ya que el maximo numero de filas L.I. de A es menor o igual que el cardinal de todo 
sistema de generadores de las filas de A. 

Analogamente, razonando a partir del rango fila de A, se prueba que 

r<r’ (4) 

De (3) y (4) resulta 

r = r’ 

0 sea 

Pc(A) = Pf(A) 


4.13.3. Rango de una matriz 

Hemos demostrado que los rangos fila y columna de toda matriz son iguales. Este 
numero se llama rango de la matriz. Para denotar el rango de una matriz A, escribiremos 

P (A) 

Definition 

Rango de una matriz es su rango fila o su rango columna. 

P(A)= Pc(A) = Pf(A) 

Dos matrices traspuestas tienen igual rango, pues 

P (A) = P C (A) = p F (A*) = p(A t ) 

Si 1 eK nx>I , entonces es p(I)=«, ya que los n vectores columna de I son linealmente 
independientes. 
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4.13.4. Rango del producto 
Propiedad 

El rango del producto de dos matrices es menor o igual que el minimo de los rangos. 
Hipotesis) AeK nxp ,BeK pxm 
Tesis) p (AB) < mm ( p (A) , p (B) } 

Para probar esta afirmacion, demostraremos que el rango del producto es menor o igual 
que los rangos de cada una de las dos matrices, es decir 

p (A B) < p (A) y p(AB)<p(B) 

Consideremos B particionada en los p vectores filas, y efectuemos el producto en forma 
particionada 



Este resultado nos indica que las filas de AB son combinaciones lineales de las filas de B 
con coeficientes en A. En consecuencia, todo vector del espacio fila de AB pertenece al 
espacio fila de B, y por consiguiente 

S F (AB) C S f (B) 

Entonces, resulta 

dim S f (AB) < dim S F (B) 

Luego 

p (AB) < p (B) (1) 

Esta relation nos dice que el rango del producto de dos matrices es menor o igual que el 
rango de la segunda matriz. 

Ademas, teniendo en cuenta que la trasposicion no modifica el rango y (1), es 
P (AB) = p (AB)' = p (B' A') « p (A<) = p (A) 

Luego 

p (AB) < p (A) (2) 

Es decir, el rango del producto de dos matrices es menor o igual que el rango de la 
primera matriz. 
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De (1) y (2) resulta 

p(AB) < mm ( p (A) , p (B)} 

4.13.4. Invarianza del rango 
Propiedad 

Si eii un producto de dos matrices una de ellas es no singular, entonces el rango del 
producto es igual al rango de la otra matriz. 

Hipotesis) AeK nxm 

B e K" x ” es no singular 

Tesis) p (B A) = p (A) 

Demostracion) Sabemos que 

p(B A)<p(A) (1) 

pues el rango del producto es menor o igual que el rango de cada factor. 

Como B es no singular, existe B' 1 tal que BB" 1 = B" 1 B = I 
Ahora bien 

A = IA =(B"' B)A = B _1 (BA) 

Por consiguiente 

P(A) - p [B' 1 (BA)] 

Y por rango del producto, es 

p(A)<p(BA) (2) 

De (1) y (2) se deduce que 

p(B A) = p(A) 

Analogamente se demuestra que si B e K mxm es no singular, entonces 

P (A B) = p(A) 

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es la siguiente: si A eK nxm , P eK nx, ‘ y 
Q e K mxm son dos matrices no singulares, entonces 

P (P A Q) = p (P A) = p (A) 

4.13.5. Propiedad 

Una matriz A e K ,lxn es no singular si y solo si su rango es n. 

A e K" x " es no singular & p (A) = n 
1°. A e K nx " es no singular => 3 A" 1 / A A -1 = I =► 

=>p(A A" 1 ) = p (I) => p (A) = n 
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Hemos utilizado la propiedad 4.13.4., teniendo en cuenta que A 1 es no singular, y 
p(i) = n. 

2°. Sea AeK nx " tal que p(A) = «. Entones las n columnas de A son linealmente 
independientes, y constituyen una base del espacio columna de A. 

Sea la trasformacion lineal /: K" -*■ K n , definida por la matriz A respecto de la base 
canonica en K”. 

Si x e K", entonces es/(x) = Ax. 

Como el espacio columna de A es el subespacio de K n generado por las n columnas de A, 
y estas son linealmente independientes, se verifica que 

dim S C (A ) = n 

Por otra parte, I (f) = S C (A), es decir, la imagen de la trasformacion lineal es igual al 
espacio columna de A. Luego 

dim I (f) = n 

y, en consecuencia,/es sobreyectiva. 

De acuerdo con 3.9.4./es biyectiva, y por lo tanto A es no singular. 


4.14. OPERACIONES Y MATRICES ELEMENTALES 
4.14.1. Operaciones elemen tales 

Operaciones elementales sobre una matriz A e K nxrn son las siguientes: 

1. Permutation de dos filas entre si, o de dos columnas entre si. 

2. Adicion de una fila a otra, o adicion de una columna a otra. 

3. Multiplication de una fila o de una columna por un escalar no nulo. 

Si se efectuan operaciones elementales sobre las filas o columnas de una matriz, se obtiene 
otra matriz; pero demostraremos que su rango no varia. 


4.14.2. Propiedad 


Toda operation elemental sobre las filas de una matriz AeK nxm puede realizarse 
premultiplicando A por una matriz no singular del tipo nxn. 

Antes de probar esta afirmacion definimos E ftfe e K nxn mediante 


1 si / = h A /' = k 
0 si ii^hvji^k 


E23 ~ 


( 0 0 0 o\ 
0 0 1 0 \ 
0 0 0 0 
0000/ 


Por ejemplo, en K 4 x4 es 
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1. La permutation de las filas i y / puede obtenerse premultiplicando A porlamatriz no 
singular 


En K 4x4 es 


Pj>* = I ~ E fl — E# + Ey + Ejt en K' ,XM 


P« - 


10 0 0 
0 0 10 
0 10 0 
0 0 0 1 


Py se deduce de la matriz identidad permutando las filas o columnas i y /. 
Particionando A en vectores filas, se tiene 



En consecuencia, la premultiplicacion de A por P u permuta las filas i y j. 

Ademas, como en P u se tienen exactamente n vectores columna linealmente indepen- 
dientes, es p (Py) = n, y en consecuencia 

P^ es no singular 

2. La adicion de la fila i a la fila / puede obtenerse premultiplicando A por la matriz no 
singular 

Ai/ = I+E„ 

En K 4x4 es 

/ 1 0 0 0 \ 

A _ / 0 1 0 0 \ 

A23 -1 0 1 1 0 I 

\ 0 0 0 1 / 

Ay se deduce de la matriz identidad al sustituir 0 por 1 en el lugar (/, i). 

Se verifica 
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i i 


/ 1 0 



0 1 



_o^o_: 

f \ 

,0_0_1 

1 

1* 

10 0 




/Aj\ 


1 Al \ 

/ A 2 ' 


j a 2 \ 

A,- 


A i 

A; 


A i + A j 

\ A J 


\ A „ / 


0 sea, la premultiplicacion de A por Ay suma a la fila j la fila i. 

Se sabe que las filas de la matriz identidad:e x , e 2 ,.. e iy .... tj ,...»e„ constituyen un 
conjunto linealmente independiente. En consecuencia 


es un conjunto linealmente independiente, o sea 

P (Ay) = n 

Luego 

Ay es no singular 

3.El producto de la fila i de A por el escalar a^O puede obtenersepremultiplicando A 
por la matriz no singular 

M; (a) — I + (a — 1) Ey 

EnK 4 * 4 es 


M 3 (a) = 


/I 0 0 0\ 
/ 0 1 0 0 \ 
0 0 a 0 

\o 0 0 1 •/ 


M;(a) se obtiene multiplicand© por a el elemento de lugar (/,/) de la matriz identidad. 
Se verifica 


M,(a). A = 


/ 1 0 
0 1 


l A i 

A 2 


i L0_0_a_0 


A, 


I A i 

A 2 
a A,- 


0 0 


Vi I 


/ 


Como p (M f (a)) = n, es M,- (a) no singular. 
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Analogamente, se demuestra que toda operation elemental sobre las columnas de una 

matriz AeK nxm puede obtenerse posmultiplicando A por una matriz no singular del tipo 
mxm. 

Definition 

Las matrices que realizan las operaciones elementales sobre las lineas de una matriz se 
Hainan elementales. 

Como las matrices elementales son no singulares, de acuerdo con 4.13.4., se deduce que el 
rango de una matriz no varia frente a las operaciones elementales. 


Ejemplo 4-16. 

Mediante operaciones elementales determinamos el rango de A siendo 

J! J i'l\ 

lo 1 2 -1 I 

\2 2 -1 2 / 

Efectuamos, sucesivamente, las operaciones elementales que trasforman las primeras 
filas y columnas de A en vectores canonicos: 


/I 0 0 0\ 



(\ o o o\ 
0 1 0 0 
0 0 1 2 / 
\0 0 - 1 - 2 / 


A la segunda columna de A se le sumo la primera multiplicada 
por -2. 

A la tercera columna de A se le sumo la primera multiplicada 
por — 1. . 

A la cuarta columna se le sumo la primera. 

A la segunda fila de la matriz anterior se le sumo la primera 
multiplicada por -1. 

A la cuarta fila se le sumo la primera multiplicada por -2. 


Se multiplied la segunda fila de la matriz anterior por -1. 


A la tercera columna se le resto la segunda, o sea, se le sumo la 
segunda multiplicando por -1. 

A la cuarta columna se le sumo el triplo de la segunda. 


A la tercera fila se le resto la segunda. 

A la cuarta fila se le sumo el dupio de la segunda. 
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/1 o 0 Ov 

o i 0 0 

1 0 0 1 o / 
\o o -1 0/ 

/1 o 0 0 \ 

0 1 0 0 
0 0 1 0 
\o o 0 O' 


A la cuarta columna se le resto el duplo de la tercera. 


A la cuarta fila se le sumo la tercera. 


Esta matriz tiene tres columnas linealmente independientes, o sea, su rango es 3, y 
como es igual al de A, resulta 

P (A) = 3 


4.15. EQUIVALENCE DE MATRICES 


4.15.1. Concepto 

Sean A y B dos matrices pertenecientes a K” xm . Diremos que B es equivalente a A siy 
solo si B puede obtenerse efectuando un numero finito de operaciones elementales sobre A. 
El simbolo B ~ A se lee: “B es equivalente a A”. 

La equivalencia de matrices es reflexiva, simetrica y transitiva, o sea, es una relation de 
equivalencia en K ,lxm . 

La matriz 


B = 


(\ 0 0 0\ 
0 1 0 0 \ 
loo 1 0 I 
'0 0 0 0 / 


obtenida a partir de A, en el ejemplo 4-16, mediante un numero finito de operaciones 
elementales, es equivalente a A y recibe el nombre de forma canonica de A. La forma 
canonica de la matriz nula en K nxm es dicha matriz. 


4.15.2. Propiedad 

Toda matriz no nula A e K nxm de rango r es equivalente a la matriz 

( If Nrxtn-r) 

^(m-r)xr ^(m-r)x(n-r) 

uonue is es ia ronna canonica ae A. 

La demostracion es sencilla, y el lector puede hacerla basandose en la definicion de 
matrices equivalentes y teniendo en cuenta lo realizado en el ejemplo 4-16. 
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Si A es una matriz no singular en K nx ", entonces su forma canonica es la matriz 
identidad. 

A e K" xn es no singular F.C.(A) = I 
El simbolo F.C.(A) se lee: “forma canonica de A”. 

4.15.3. Propiedad 

Las siguientes proposiciones son equivalentes: 

i ) A ~ B 

ii ) P (A) = p (B) 

iii) F.C.(A) = F.C.(B) 

1. A~B=*p(A) = p(B) 

Si A~ B, entonces B puede obtenerse efectuando un numero finito de operaciones 
elementales sobre A, y de acuerdo con lo afirmado en 4.14.2. el rango se conserva. En 
consecuencia es p (A) = p (B). 

2. p (A) = p (B) => F.C.(A) = F.C.(B) 

Es inmediato por la propiedad 4.15.2. 

3. F.C.(A) - F.C.(B) => A ~ B 

Por la propiedad 4.15.2. es F.C.(A) ~ A y F.C.(B) ~ B. Como A y B son equivalentes a 
una misma matriz, resulta A ~ B. 

4.15.4. Propiedad 

Si AeK" xm , entonces existen matrices no singulares PeK MX " y QeK mxm tales que 
F.C.(A) = PAQ. 

En efecto, la forma canonica de A se obtiene premultiplicando A por un numero finito de 
matrices elementales del tipo nx n y posmultiplicandoia por un numero finito de matrices 
elementales pertenecientes a K mxm . Como tales matrices elementales son no singulares, sus 
productos P y Q, respectivamente, tambien lo son, ya que las matrices no singulares forman 
grupo multiplicative. 

4.15.5. Propiedad 

Toda matriz no singular es un producto de matrices elementales. 

En efecto, si A eK nx ” es no singular, entonces su forma canonica es la identidad, y de 
acuerdo con 4.15.4. existen P y Q no singulares (ambas son productos de matrices 
elementales) tales que 


P A 0 = I 
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En consecuencia 

P" 1 PAQQ" 1 = P" 1 Q~ 1 

Luego 

A = P' 1 Q" 1 

El segundo miembro es un producto de matrices elementales, ya que la inversa de toda 
matriz elemental es una matriz elemental o un producto de estas. 

4.15.6. Propiedad 

Las matrices A y B pertenecientes a K' ,xm son equivalentes si y solo si existen matrices 
no singulares P eK nx " y Q eK mxm tales que B = PAQ. 

1. A ~ B => F.C.(A) = F.C.(B) => 3 K, L, M, R no singulares / KAL = MBR =» 

=> B = M' 1 K A L R" 1 => B = P A Q donde P = M" 1 K y Q = L R" 1 

Hemos aplicado 4.15.3., 4.15.4., premultiplicado por M" 1 y posmultiplicado por R" 1 . 

2. Supongainos que A y B son matrices nxm, y que existen P y Q no singulares tales que 
B = P A Q. Por 4.15.5., P y Q son productos de matrices elementales, lo que significa que B 
se obtiene efectuando un numero fmito de operaciones elementales sobre A. En 
consecuencia, A ~ B. 


4.16. METODO DE GAUSS JORDAN PARA DETERMINAR EL RANGO 

El metodo que exponemos a continuacion nos permite de terminal' el rango de una matriz 
mediante un numero finito de operaciones elementales del tipo: multiplication de una fila 
por un escalar no nulo y adicion de una fila a otra. Senalamos que se opera exclusivamente 
sobre las filas de la matriz, y que ademas el metodo se hace extensivo a la determinacion de 
la inversa de una matriz no singular y a la resolution de sistemas lineales. 

Esencialmente, mediante las operaciones elementales indicadas, se trata de formar el 
maximo numero posible de vectores canonicos linealmente independientes. Tal numero es, 
precisamente, el rango de la matriz. 

Sea A una matriz no nula. Se elige cualquier elemento distinto de cero, al cual se lo llama 
pivote. Para fijar ideas, sin perdida de generalidad, supongamos que el pivote es a n =a, y sea 
la matriz 


(a) b c 
d e f 


de la que se han indicado solo algunos elementos. 
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Dividiendo la primera fila por a =£ 0, o sea, multiplicandola por el reci'proco del pivote, se 
obtiene 


1 


b c 
a a 


d e f 


En la etapa siguiente, se reducen a cero los restantes elementos que figuran en la columna 
del pivote. Entonces, a la segunda fila se le suma la primera multiplicada por - —. De este 

a 


modo, d se trasforma en 0, e se trasforma en e 


— , y /se trasfomia en f - Se obtiene 
a a 



Si a 31 = g, en la misma etapa, al sumarle a la tercera fila la primera multiplicada por ~~-,g 

a 


se trasforma en 0. Vsifl 32 =h, entonces h se trasforma en h - 


g■ b 
a 


En las dos etapas descritas se ha obtenido un vector canonico en la columna del pivote. 

Observamos en la matriz dada que todo elemento que no figure en la fila, ni en la 
columna del pivote, forma con este una diagonal de un “rectangulo”. Los otros dos vertices 
determinan lo que llamaremos la “contradiagonal”. Por ejemplo, asociado al elemento e se 
tiene 


% p \ ; 

d—'e f 


Como el trasformado de e es e 


db 


, operaremos asi: el trasformado de cada elemento 


a 
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que no figure en la fila y columna del pivote es igual a la diferencia entre dicho elemento y el 
producto contradiagonal dividido por el pivote. 

En las etapas siguientes se reitera el procedimiento eligiendo un pivote que no figure ni en 
las filas ni en las columnas de los pivotes anteriores. De este modo las operaciones 
elementales indicadas preservan los vectores canonicos. 

El procedimiento se termina cuando no es posible obtener ningun pivote (distinto de 
cero) en las condiciones ya senaladas. 

Ejemplo 4-1 7. 

Mediante el metodo de Gauss Jordan, obtener el rango de 

/I 21-1 

A = 1 10 2 

0 1 2-1 

\2 2-12 

El pivote puede ser cualquier elemento no nulo. Si algun elemento es la unidad, se lo 

elegira como pivote para evitar calculos. 

Procedemos de acuerdo con el siguiente esquema: 



®—2 

— 1 

-1 

1 - 

— 1 - 

— 0 

2 

0 

1 

2 

-1 

2 

2 

-1 

2 

1 

2 

1 

-1 

0 

-1 

-1 

3 

0 

®— 2 

-1 

0 

-2- 

--3 

4 

1 

0 

-3 

1 

0 

0 

q> 

-2 

0 

1 

T 

-1 

0 

0 

i- 

-2 

1 

0 

0 

7 

0 

0 

1 

2 

0 

1 

0 

-5 

0 

0 

0 

0 


El trasformado de a 23 - 0 cs 
1 . 1 


0 — 


1 


El trasformado de a 43 = -3 es 

2 ) 

1 




El trasformado de a# =2 es 


El procedimiento ha terminado, ya que no es posible elegir un nuevo pivote. 

El rango de A es el numero de vectores canonicos, o sea, 3. El cuarto vector columna 
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es combination lineal de los tres primeros, pues es la suma de los productos de ellos 
por 7, -5 y 2, respectivamente. 

Si en alguna etapa intermedia se eligiera como pivote un elemento no nulo que figure 
en la fila de algun pivote ya seleccionado, la columna que entonces se trasformo en un 
vector canonico dejaria de serlo. 

Resumimos la mecanica del procedimiento: 

1. Se elige como pivote cualquier elemento no nulo de la matriz dada, y se divide por el 
la fila correspondiente. 

2. Los restantes elementos de la columna del pivote se trasforman en ceros. 

3. El trasformado de todo elemento que no figure en la fila ni en la columna del pivote se 
determina siguiendo la regia del “rectangulo”, es decir, es igual a su diferencia con el 
producto contradiagonal dividido por el pivote. 

4. Se reitera el mecanismo eligiendo como pivote un elemento no nulo que no pertenezca 
ni a las filas ni a las columnas de los pivotes anteriores. 

5. El numero de vectores canonicos linealmente independientes es el rango de la matriz. 


4.17. INVERSION DE MATRICES POR GAUSS JORDAN 

El metodo explicado en 4.16. permite determinar la inversa de una matriz no singular. Sea 
A e K n *" no singular; a su derecha se escribe la identidad en K n *". 



La matriz asi indicada es del tipo nx2n, y a ella se le aplica el metodo de Gauss Jordan 
hasta lograr que A se trasforme en la identidad. La identidad que figura en el esquema 
anterior queda trasformada en una matriz B e K ,,xn . 


A 

I 

I 

B 


La trasformacion de A en la identidad siempre es posible, ya que, siendo A no singular, su 
rango es n, y en consecuencia es posible obtener n vectores canonicos linealmente 
independientes mediante las operaciones elementales indicadas en 4.16. Si los vectores 
canonicos obtenidos no resultan ordenados de modo que constituyan una matriz diagonal, la 
identidad se logra mediante una adecuada permutation de filas de la matriz completa. La 
matriz resultante a la derecha es la inversa pedida. 

Las operaciones elementales realizadas sob re las filas de A, que la convierten en la 
identidad, son las mismas que las efectuadas sobrc las filas de I y que la trasforman en B. Si E 
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es el producto de las matrices elementales correspondientes a las sucesivas operaciones 
elementales, entonces se verifica que 

E A = I (1) y E I = B (2) 

De (2) resulta E = B, y considerando (1) es 

B A = I 

Luego 

B = A" 1 

Como en general- no se sabe a priori si A es inversible, igualmente el metodo puede ser 
utilizado. En el caso en que A no tenga inversa no sera posible formar la identidad, por ser su 
rango menor que n. Es decir, con el metodo de Gauss Jordan se determina la existencia de la 
inversa o no, y en caso afimiativo se la obtiene. 


Ejemplo 4-18. 

Utilizando el metodo de Gauss Jordan, obtenemos la inversa de 

/[ 0-1 
A = | 1 2-2 

' 2 -1 1 

Aplicamos el procedimiento mencionado a la matriz del tipo 3X6 que se forma 
escribiendo la identidad 3 X 3 a la derecha de A, y convertimos a esta en la identidad 


© 

0 

-1 

1 

0 

0 

1 

2 

-2 

0 

1 

0 

2 

-1 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

-1 

1 

0 

0 

0 

© 

— 1 

-1 

1 

0 

0 

-1 

3 

-2 

0 

1 

1 

0 

-1 

1 

0 

0 

0 

1 

-1 

-1 

1 

0 



2 

2 

2 


0 

0 

/ 5 \ 

-5 

1 





1 



UJ 

2 

2 


1 

0 

0 

0 

1 

2 





5 

5 

0 

1 

0 

-1 

3 

1 





5 

5 

0 

0 

1 

-1 

1 

2 





5 

5 


Los pivotes han sido senalados en 
cada etapa. 

El trasforinado de 3 es: 


3 (-1X-1) . 3_1__ 5 

2 2 2 


El trasformado de a 25 
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La matriz in versa de A es 



Ejemplo 4-19. 
Determinamos la inversa de 


h -i 

A = 0 0 1 

\J 2 1 / 


® 

-1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 • 

2 

1 

0 

0 

1 

1 

-1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

@ 

0 

1 

0 

0 

3 

0 

-1 

0 

1 

1 

-1 

0 

1 

-1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

(D 

0 

-1 

0 

1 

1 



2 


1 

0 

0 


-1 





3 

3 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 



-1 


1 

1 

0 


0 




3 

3 


Para trasformar A en la identidad, es neeesario aun permutar las dos ultimas fllas de 
toda la matriz. Resulta 
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11-1 ±\ 

I 3 3 

"I 0 1 

3 3 

1 0 1 Of 


4.18. INVERSION DE MATRICES POR PARTICION 


Consideremos una matriz no singular MeK nx ", La particionamos en cuatro bloques 
segun la descomposicion 

n~p + q para filas y para columnas 
A B 


M = 


C D 


En consecuencia AeK pxp ,De K ax «, B e K px * y C e K qxp . 

Supongamos que D sea no singular. Proponemos el mismo esquema de particion para la 
inversa de M: 


M _l = 


X Y 


Z U 


donde X, Y, Z y U son matrices a determinar y del mismo tipo que A, B, C y D, 
respectivamente. 

La matriz D, que hemos supucsto no es singular, sc elegira de modo tal que su inversa 
pueda obtenerse con facilidad. 

Siendo NT J la inversa de M, debe verificarse que 


0 sea 


A BwX Y 
C D/\Z U 


A X + B Z = I p (1) 
C X + D Z = N (2) 


l p N 


N L 


AY + B U = N (3) 
C Y + D U = Iq (4) 


De (2) se deduce 
Y premultiplicando por D’ 1 


D Z = — C X 


Z = - D’ 1 C X (5) 
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Sustituyendo (5) en (1) 
Por distributividad 
Luego 
De (4) 


AX-BD' 1 CX = Ip 
(A - B D’ 1 C) X = I p 
X = (A -BD' 1 C)' 1 (6) 


En consecuencia 


DU = I 9 -CY 


Sustituyendo cn (3) 


U = D" 1 - D” 1 C Y (7) 


AY + BD' i -BD' , CY = N 
Por distributividad y irasposicion 

(A - B D _1 Q Y = - B D ' 1 
Premultipiicando por (A - B D l C)' 1 = X, resulta 


Y = - X B D' 


( 8 ) 


I* niUciOM. (6), (5), (7) y (8) permiten ia determinacion de X Z U e Y 
respectivamente, en funcion de los datos y de Ia invcrea de D. ’ ’ Y > 

Ejemplo 4-20. 

Utilizando el metodo de particiones, invertir la matriz 


/I 



-1 0 0 \ 
110 ) 
110 / 

- 201 / 


Particionamos en cuatro bloques del tipo 2 X 2, y consideramos 


Resulta 



l.X = (A-BD-' C)> =(A-BC)-' 
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Calculamos 



Obtenemos la inversa de esta por Gauss Jordan 
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Con los cuatro bloques obtenidos formamos la matriz inversa 



4.19. CAMBIO DE BASE Y SEMEJANZA DE MATRICES 

4.19.1. Matrices de pasaje 

En el espacio vectorial (V, +, K,.), de dimension finita, consideramos las bases 
[v]= <v 1 ,v 2 ,...,v m } y[v’]= { v’,,v’ 2 ,...,v’„} 

Definimos dos endomorfismos: 

1 • S : V -> V tal que g (v ; ) = v’y V/ = 1,2,.. ., n 

Expresando cada imagen como combination lineal de la base [v], se tiene 

v V = i| x Pi} v < (1) 

La matriz P de esta trasformacion lineal respecto de la base [v] en cada espacio es 

P recibe el nombre de matriz de pasaje de la base [v] a la base [v’j. 

2. h : V -> V tal que h (v y) = Vy V/ = 1,2,. .., n 
Procediendo como en el caso anterior es 

Vy=.| i P’y v’ f (2) 

p ’ es la matriz de h respecto de la base [v’] en cada espacio, y diremos que es la 

matriz de pasaje de la base [v’j a la base [v], 

4.19.2. Propiedad 

Las matrices de pasaje P y P’ son inversas entre si. 

Demostraremos que P P’ = P’ P = I. 

Teniendo en cuenta (1) y (2) escribimos 

= Jl v 'w v ’ ft “Ji P w,4 P<* v '- = 

(JiP.'.pw) y . 
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Como 

Vj = 0 v, + 0 v 2 + . .. + 1 \j + . .. 4- 0 v r , 

resulta que e! unico termino no nulo de la sumatoria anterior se obtiene para i = /', y vale 1. 
Luego 

n 

2 p ih p’ kj = 8 U 
H —1 

Por definition de producto de matrices y de matriz identidad resulta 

PP’= I 

Analogamente se deduce que 

P’P=I 

En consccuencia, ambas matrices de pasaje son inversibles, y cada una es la inversa de la 
otra. 

4.19.3. Trasformacion de coordenadas 

Sea P la matriz de pasaje de la base [v] a la base [v’j, y sea x e V. 

Demostrarcmos que 

x [v] =P x iv>, 

donde X| v ] y X[ v .j son las matrices de las coordenadas de xeV en las bases [v] y [v’j 
respectivamente. 

En efecto, expresando a x como combinacion lineal de cada base y teniendo en cuenta (1) 
de 4.19.1., escribimos 

x= J 1 “V v ’j=J 1 “/J 1 p« v i = 




Pero 


x= 2 a t v,- 

i =1 


Por la unicidad de la C.L. es 


n 

= 2 Pij ct'j V/= 1, 2,..., n 

Por definicion de producto de matrices, de las relaciones anteriores se deduce 


1 a, 


1 a M 


= P 

a’a 

a n j 


[ «*n 
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0 sea 


X t v|- px (v’] (3) 

Y como P es no singular, premultiplicando por P _1 resulta 

Vr^Xp, (4) 

(3) y (4) se llaman formulas de trasformacion de coordenadas. 

4.19.4. Matrices de una trasformacion lineal y cambio de bases. 

Sea /: V -> W una trasformacion lineal de matriz AeK mxn respecto de las bases 
[v] = )v 1) v J ,...,v, l j enVy[w]={w 1 ,w ll ..,w m J enW. 

Si se efectua un cambio de base en cada espacio, entonces la misma trasformacion lineal/ 
esta caracterizada por una matriz B e K mx, ‘ respecto del nuevo par de bases [v’j y [w’l. 

Sean P e K"*” yQe K wxm las matrices de pasaje de [v] a [v’] y de [w] a [w’]. 

Demostraremos que las matrices A y B de la trasformacion lineal / respecto de los dos 
pares de bases verifican 


es decir, son equivalentes. 

Para ello consideremos el diagrama 


B = Q' 1 AP 


VJv] 


P 

V, [v’] 


W, [w] 


Q 

W, [w’] 


Se verifica que 

1-X[v] =PX[ V »] por 4.19.4. (3) 

2. Y (w] = 0 Y |w ,, por 4.19.4. (3) 

3 Y 

‘ |wI = A X lv] p° r ser / trasformacion lineal de matriz A respecto de las bases [v] y 
[w’1 Y|Wl1 = B X|V ’ 1 pU6S ^ CS trasformaci6n d e matriz B respecto de las bases [v’j y 
De 2., 3. y 1. se deduce 

Y[w '] = Q’ 1 Y lwj = Q" 1 A X (V | = O' 1 A P X [v , } 
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[)e esta relation y de 4 resulta 

B =Q _1 AP 

0 sea, B ~ A. 

Reciprocamente, si A y B son matrices equivalentes en K mXM , y V y W son espacios 
ectoriales sobre K, de dimensions n y m, respectivamente, entonces A y B caracterizan a 
una misma Information lineal/: V-> W respecto de dos pares de bases. 

4 19,5. Matrices semejantes 

Consideremos el caso particular del endomorfismo 

/: V->V 

siendo dim V = n y A la matrix de/respecto de la base [v] = [w] en cada espacio. 

Si se efectua un cambio a la nueva base [v’j = [w’] con matriz de pasaje P = Q, entonces se 

tiene 

B = P' 1 A P 

donde B es la matriz de/respecto de la nueva base [v’J. 

Las matrices A y B de K nxn , que representan el mismo endomorfismo respecto de las 
bases [v] y [w], se llaman semejantes. 

Diremos que 

A es semejante a B o 3 P no singular / B = P" 1 A P 
La semejanza de matrices es una relation de equivalence. 

Ejemplo 4-21. 

Sea la trasformation lineal/: R 3 —*R 3 definida por 

f(a,b,c) = (a + b t a-b + c,a-c) 

i ) Determinamos la matriz A de /, respecto de la base canonica [v] en cada espacio 

/(1,0, 0) = (1, 1, 1) = 1 e, + 1 e 2 + 1 e 3 

/(0,1,0) = (1, —1,0) = 1 ej -le 2 +0e 3 
/(0,0, 1) = (0, 1, -1) = 0 e 3 + 1 e 2 - 1 e 3 

Entonces 



ii) Obtenemos la matriz P de pasaje de la base canonica [v] a la base 
[v’]= {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) 

(1, 1,1)= le, + 1 e 2 + 1 e 3 
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0> 1,0)= 1 e, + 1 e 2 + Oe 3 

(1, 0,0) = 1 e, + 0 e 2 4- 0 e 3 


Luego 


1 1 1 
P= ( 1 1 0 


1 0 0 

iii) [“i“ an,eri ° reS ° alCUlam “ * a maWZ B de /' * la base 

Se sabe que 


B = F'AP 

Ernpleando Gauss Jordan resulta 



El lector puede verificar este resoltado obteniendo directamente B, como en 1). 



TRABAJO PRACTiCO IV 


4-22. Calcular la matriz— A — 2 B, sabiendo que 



4-23. Determinar la matriz X - ( X ^ ) sabiendo que X + ( ^ M = I 

\.z ul \ 2 -2 / 


4-24. Sean las matrices 



Obtener: A 2 , A B C y B f A*. 

4-25. Desarrollar 

i ) (A + I) (A — I) 

ii) (A + B) (A - B) 

Sabiendo que A, I y B son matrices cuadradas n x n. 
4-26. Siendo 

A-(" *’) 

\-P 2 ~PQ / 

Calcular A 2 . 
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4-27. Obtener A 2 sabiendo que 


4-28. Dada la matriz 


A = 



A = 


ealeiilar A 2 , A 3 , A 4 , etcetera, y vincular los elementos resultantes con los terminos de 
la sucesion de Fibonacci: 1, 1,2,3, 5, 8, 13,.. . donde, a partir del tercero, cada uno 
es igual a la suma de los dos anteriores. 

4-29. Demostrar que A(B C) = (A B) C, sabiendo que los productos indicados existen. 

4-30. Demostrar por induction completa que 

1 T -C " 

01 / \ 0 1 

4-31. Sabiendo que 


demostrar 



n 


n (n + 1) 


A" = 


2 

1 n 

0 1 


4-32. Resolver la ecuacion A 2 + X 2 = I, donde A, X, I son matrices 2 X 2 y 

/ 1 


A = 


4-33. Siendo BeK' !XM ,CeK ,1XR ,C 2 =NyBC = CB, demostrar 

A = B + C => A fetl = ( B + (k + 1) C) 

4-34. Sabiendo que en K nxn se verifica XA = IyAY = I, demostrar que X = Y. 

4-35. Determinar las matrices X e R 2x2 tales que X 2 = N. 

4-36. Demostrar que si A y B son matrices diagonals en K" XM ( entonces AB es diagonal v 
AB = BA. b 9 
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4.37. Demostrar 

AA‘=N^A=N 

4.38 Demostrar que si A y B son matrices idempotentes y permutables en K rtXn , entonces 
A B es idempotente. 

4-39. Demostrar que si una matriz es simetrica, idempotente y con algun elemento nulo en la 
diagonal, entonces la fila y la colurrma de dicho elemento son el vector nulo. 

440. Demostrar que si A es idempotente y B es ortogonal, entonces B* A B es idempotente. 

441. Demostrar 

A 2 =AaA + B = I => B 2 =BaAB = BA = N 

442. Demostrar 

A + B = I AAB=N=»AyB son idempotentes 

443. Demostrar 

A B = A A B A = B => A, B, A f , B* son idempotentes 

444 . Demostrar que si A es simetrica, entonces B ( AB es simetrica cualquiera que sea 
BeK"™. 

445. Sean A y B dos matrices simetricas en K nx ". Demostrar 

A B es simetrica o A y B son permutables 

446. Demostrar que la matriz A e K nx " es involutiva si y solo si (I - A) (I + A) = N. 

447. Demostrar que A y B son permutables si y solo si A — a\ y B - a\ son permutables, 
cualquiera que sea el escalar a. 

448. En K 3x3 se consideran una matriz cualquiera B y A tal que a xi = 1 Vz V/ 

Analizar las filas de AB y las columnas de BA. 

449. Demostrar que si A y B son no singulares y permutables, entonces sus inversas son 
permutables y sus traspuestas tambien lo son. 

4-50. Demostrar que si A es una matriz diagonal y todos los elementos de la diagonal son no 
nulos, entonces A es no singular y su inversa es la matriz diagonal formada por los 
inversos de tales elementos no nulos en la diagonal. 

| 4-51. Demostrar que si A es no singular e idempotente, entonces A = I. 

j 

| 4-52. Verificar que las siguientes matrices forman grupo multiplicative. 


/I 


( 0 

M 

, (0 

-1 \. 

,/-i 

l 0 

If 

Ui 

0/ 

\i 

0/ 

( 0 



/ »* 

°) 

H 


1 0 

l / 

0 j ’ 

(0 

-i) 

’( 0 

if ' 

\-i 
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4-53. Mediaiite una partition adecuada efectuar el producto 


/I 

2 

0 

°\ / 

1 0 

1 

0 

° 1 1 

0 

0 

0 


\o 

0 

2 

2 / ' 


0 0 0 Is 
0 0 2 0 \ 
1 0 0 0 I 
0 10 0 / 


4-54. Determinar una base del espacio fila de 



4-55. Demostrar que si A es no singular y B A = N, entonces B = N. 

4-56. Siendo A e K" x ” no singular y X e Y matrices en K" x 1 tales que A X = Y, entonces e 
X = A' 1 Y. 

4-57. Demostrar que si A y B son matrices de K. nxn tales que AB = N, entonces A = N ■ 
B - N o A y B son singulares. 

4-58. Determinar los rangos de 

/ —2 4 2 —2 \ / 1 1 —3 —1 v 

A = / -1-11 0 B= / 2 1 -2 l\ 

\-2 12-1 / 11 1 3 

' 1 2 -3 1 / 

4-59. Obtener, si existen, las inversas de 


/ 1 

-1 

°\ 

/ 

1 

-1 

°\ 

° 

1 

-0 

B = 

0 

1 

- 1 

\-l 

0 

1 / 

\ 

-1 

0 

2 / 


4-60. Sea 

aM 1 l) 

\ 2 -7 -8 / 


Verificar que p (A) = p (A A*) 

4-61. Demostrar que el rango de la suma de dos matrices es menor o igual que la suma de su 
rangos. 

4-62. Demostrar las siguientes propiedades relativas a la traza de matrices en K” x ": 
i ) tr (AB)= tr (BA). 

ii) /r (ABC) = tr (CAB) = tr (BCA), o sea, la traza no varia frente a permutacione 
ciclicas. 
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iii) Si C es ortogonal, entonces tr (C f AC) = tr A. 

4-63. Sea A una matriz ideinpotente en R ttXn , y sea X un vector no nulo de R n que verifica 
AX = aX, con a e R. Demostrar que a = 0 o a ~ 1. 

4.64 . Si A e R” xn es involutiva y X e R” es no nuio y verifica AX = aX, entonces a = 1 o 
a ~ -1. 

4-65. Sea X e R" x 1 . Se define el escalar X (X ray a) mediante 


Determinar las matrices A e R nxn que verifican 
i ) X* A X = X 2 

ii) X < AX = nX 2 

iii) X^ AX= $ (x t -Xf 

4’66. Sea T e K" xn estrictamente triangular superior. Demostrar que 

(I _T)“‘ = I + T 4- T 2 + . .. +T”' 1 


4-67. Sean 


A = 


'0010 
0 0 0 1 

10 0 0 

,0100 


y B = 


D 


sus 


res 


donde C y D son matrices 2X4. Verificar que A B = | ^ j 


4-68. Sea/una trasformacion lineal de V en V caracterizada por la matriz A. 

Sabiendo que A verifica la relacion A 3 + A 2 -A + I = N, demostrar que / es no 
singular. 


4-69. Determinar la inversa de 



4-70. Sean A = 


1 2 
0 3 


y B e R 2 x2 . Demostrar:A y B son permutables <*• B = a A + 0 I 
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4-71. Las matrices A y B de K m xm son tales que A y (A B - B A) son permutables. 
Demostrar que 

A”B~B A" = nA" _1 (AB-BA) V«eN 
4-72. Sea /: R 3 R 2 una trasformacion lineal definida por 

f (a , b, c) = (a + b - c, a - b) 

i ) Hallar la matriz de /respecto de las bases canonicas en R 3 y en R 2 . 

ii) Obtener las matrices de pasaje de las bases anteriores a las bases 

[v’] =((0,1,1),(1,-1,-2),(1,-1,-1)) 

[«’]= 1(1,3), (0, -2)| 

iii) Calcular la matriz B de/, respecto del nuevo par de bases. 



Capftulo 5 


DETERMINANTES 


5.1. INTRODUCTION 

En esta section se define axiomaticamente la funcion detenninante de orden n y se 
deniuestran las propiedades que se derivan de tales axiomas. Se encara despues el problema 
de la existencia del detenninante y se llega al desarrollo por los elementos de una fila. A 
continuation, y sobre la base del concepto de inversiones de una permutation, se da el 
desarrollo del determinante en funcion de los elementos de la matriz, y se demuestra la 
igualdad de los detemrinantes de dos matrices cuadradas y traspuestas. Se encara el 
desarrollo de los determinantes por los elementos de una linea cualquiera, y se demuestra el 
teorema relativo al determinante del producto de dos matrices. Despues de exponer el 
concepto de matriz adjunta de una matriz cuadrada, se da un inetodo para invertir matrices 
no singulares. 


5.2. DETERMINANTES 

En lo que sigue, supondremos que K es tal que 1 + 1 0, y si A eK' lXH , escribiremos 

A = (A, A 2 ... A„), donde A,- con 1 denota la columna de lugar i de la matriz 

cuadrada. 

Definition 

Detenninante de orden n es toda funcion 

D : K" x " -* K 

que verifica 

1. D(A, ...Aj + A;’...A n ) = D(A 1 ... Aj... A„) 4- D (A x . . . A }'.. . A„) 
cualquiera que sea / = 1, 2,..., n. 

2. D (Ai .. . a A ; -... A„) = ftD(A 1 ... A,... A„) 
para todo / = 1, 2 
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3. A j - A/+1 => D (At ... A; A; + , . . . A n ) - 0 
cualquiera que sea/= 1, 2,..., n - 1. 

4. D (I) =1. 

Haremos algunas aclaraciones acerca de la notation usada y de los axiomas propuestos en 
la definition. La funcion D asigna a cada matriz nxn un escalar llamado determinante de la j 
matriz. Asi, el simbolo D (A) se lee “determinante de A”, y es un elemento de K. 

Los axiomas 1. y 2. caracterizan a D como una funcion lineal respecto de cada columna 
de la matriz. 

El axioma 3. establece que si dos columnas consecutivas de una matriz son identicas, 
entonces su determinante es nulo. 

El axioma 4. expresa que el determinante de la identidad vale 1. 

Si 


escribiremos 


A = 


D (A) = 


a ll °12 • • • a \n 

a 2\ a 22 • • • ^2n 


a n 1 a n2 ••• Onn 


a n a 12 ... a in 

021 °22 ■ • ■ a 2n 


a n 1 a n2 • • • a nn 


Ejemplo 5-1. 

La funcion D : K 2x2 -> K defmida por 

| a 

D (A) = 


= ad - be 


es un determinante. 
En efecto: 


a b’ + b” 
c d’ + d” 


= a (d’ + d”)-(b’ + b”)c=(ad , -b’c) + (ad”-b”c) = 


a b' 
c d’ 


+ 


a b” 
c d” 


a a b 
ac d 


= aad~bac~a (a d-bc) = a 


a b 
c d 


2 . 
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os en 
de l a 

jmna 

ticas, 


3 a a =ac-ac= 0 
c c 

4. D(I)= I* ° =11 -0.0 = 1 

Analogamente lo es ia funcion D : K l xl -*■ K definida por 

D (A) = \a\ = a 

5.3. PROPIEDADES DE LA FUNCION DETERMINANTS 

5 . 3 . 1 . Teorema 

Si se pennutan dos columnas de una matriz, entonces los correspondientes determinantes 
son opuestos. 

Razonamos inductivamente: 
i) Las columnas que se permutan son consecutivas. 

Sea A = (Ai ... Ay Ay + 1 .. . A„) 

Por 3. es 

D (Aj ... Ay + Ay*, Ay*| + Ay . . . A„)= 0 

Aplicando 2. se tiene 



Los dos terminos centrales son nulos por 3. 

Luego 

D (A, ... Ay Ay*, . . . A„) = — D (A, . . . Ay +1 Ay . . . A /( ) 
ii) Suponemos valida la propiedad para h - j = k y la demostramos para h - / = k + 1 


D (A, ... Ay Ay + , . . . A/j 

■ • • A„) = 


= — D (A, ... Ay +1 Ay . . 

■ Ay, .. . A n ) 

Pori) 

~ D (A 1 ... Ay* 1 Ay, . . . 

Ay . . . A n ) 

Por hipotesis 

= — D (A, ... Ay, Ay+j . 

. . Ay . . . A„) 

Pori) 


5.3.2. Teorema 

El determinate de toda matriz que tenga dos columnas identicas es nulo. 

i #/ A Ay = Ay => D (A, A 2 ... A,-... Ay.. . A„) = 0 



determinates 

En efecto, permutando tales columnas identicas por 5.3.1. es 

'M A I •.. A; ... Ay ... A „) • I) (A, ... Ay ... A| -... A(t ) 


0 sea 
Luego 

En consecuencia 
Y como 1+1^0, resulla 

5.3.3. Teorema 


D(A) D(A) pues = Ay 
1 D (A) + 1 D (A) = 0 
(1 + 1)D(A) = 0 
D (A) = 0 


Hemos aphcado 1.3.1. y el axioma 2. de la funcidn determinants. 

5.3.4. Teorema 

lineal dt“ * * si ' »» «*— se ,e suma una combined 

/* k ~D( Al • •. A/... A* ... A„) = D(A, ■ •. Ay . . Aj, + a Ai A 1 
Aplicando los axiomas 1. y 2., y teniendo en cuenla 5.3.2., results 
D (A, • •. Ay . .. Aft + « Ay ... A„) = 

= D(A,...A / ...A ft ...A„)+« D (A 1 ...A ; ... A/ ...A„) = 

= D (A, ...Aj...A k ...A„) + a . 0 = 

= D (A> •••A / ...A* ...A*) 

Ejemplo 5 - 2 . 

Sea 


1 0 1 

A=(-l 1 0 

2 1 I 


eR 3x3 
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Calculamos D (A) de la siguiente manera: 

i ) A la tercera columna le sumamos la primera multiplicada por -1. 


1 

0 

1 


1 

0 

0 

-1 

1 

0 


-1 

1 

1 

2 

1 

-1 


2 

1 

-3 


ii) A la primera columna le sumamos la segunda. 


D (A) = 


l 

0 

3 


0 0 
1 1 
1 -3 


iii) A la tercera columna le sumamos la segunda multiplicada por -1. 


D (A) = 


1 0 0 
0 1 0 
3 1 —4 


iv) De la tercera columna extraemos el factor -4. 


D (A) = (—4) 


1 0 0 
0 1 0 
3 1 1 


v ) A la primera columna le restamos el triplo de la tercera. 


D(A) = (-4) 


1 0 0 
0 1 0 
0 1 1 


vi) A la segunda columna le restamos la tercera. 


D (A) =(—4) 


1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 


Por 4. resulta 

D ( A ) = (— 4 ) . 1 = —4 


Ejemplo 5’3. 

Si aeKy A eK nx ", entonces 

D (a A) = a" D (A) 
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En efecto.* 

D(aA)=D[Q ! (A 1 A 2 ... A„)] = 

= D (a A, a A 2 ... a A„) = 
= <*"D(A) 


Ejemplo 5-4. 

Si Aj,A 2 , • •A n son vectores columnas de K" tales que D(A,A 1 ... A„) ^0 y 
B e K ,,xl es combinacion lineal de aquellos, o sea 

n 

B = iSi Xi Ai con x i eK -,i= 1,2... n, 

entonces 

v.^- PjA, ...B...A,) 

D(A) 

donde B es la columna de lugar j. 

En efecto: 

D(A 1 ...B...A n ) = D(A,...L i A 1 ,..A n ) = 

= *! D(A,... Al ... A n )+*2 D(Ai A 2 .. . A 2 . .. A„) + 

+ */ D (Aj ... Ay ... A„) + . .. + D (A» . A„... A„) = 

~Xj D (A) 

Luego 

- - p (A. • • ■ B ... A„) 

' D(A) 


5.3.5. Teorema 


D (A, A 2 \’ A A 2 V=o” A " S ° n Hnea,mente de P en dientes en K", entonces es 

J 16 1° P ° r llJ A potesis i A i> A 2 » • • •» A„ ) un conjunto linealmente dependiente algun 
vector, digamos A ; -, es combinacion lineal de los restantes, o sea 


Aj = X a i A,- 


En consecuencia resulta 

D(A) = D(A, A 2 ...J a iAi ...A„) = 0 
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El teorema contrarreciproco expresa 

D(A)=j fe 0=>A 1 , A 2> .. A n son L.I. 

Por consiguiente 

D (A) =£ 0 => { Aj, A 2 ,..A rt ) es una base de K" 


5.4. EXISTENCIA DE D 

Definiremos los determinantes por induction sobre n. Sea AeK nxn . Para cada 
(/ /)el„ X I„ consideramos la matriz A (/1 j) del tipo (n - 1) X (n - 1), que se deduce de 
Aal suprimir la fila i y la columna/ 

/ 


flu a ... 


... fl, n 


fly 


\ a n l a n1 


... a. 


Denotaremos con Ay al producto de (-1)^ por el determinante de A (i I/), o sea 

A„ = (-1) W D {A(< j/)) 

El determinante Ay recibe el nombre de cofactor del elemento (/, /) de la matriz A. 

/-I 2 3 \ 

Por ejemplo, si A =1 1 0—2 1 

\ 2 1 —3 / 


entonces los cofactores de los nueve elementos de A, son 


An — (—l ) 2 


0 -2 
1 -3 


= 2, A 12 =(—l) 3 


-2 

-3 


Probaremos la existencia de D procediendo inductivamente. 
i) Sean n = 1 y A = (fl) e K 1 x 1 . Definiendo 

D : K lxl mediante 
D (A) = a 


= -1, etcetera. 


se satisfacen los axiomas propuestos en 5.2. 

ii) Supongamos definido D : K (n 1 )x(n 1) -+ K. 

Esto significa que se satisfacen los axiomas 1., 2., 3. y 4. 
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Daremos ahora una expresion para la funcion * , 

determinante de orden « - I. Para ello defining para cada fda / = j ™ ”n ** 

D : K nxn K 

mediante la asignacion 


donde Ajj = (—1) /+ -* D f A (///)) . 
0 sea ' 


D(A ) = .§ 1 a uA u (l) 


p . A fl +a i2 A n + ... + a in A in V/eI B . 

robaremos que la definition (!) safisface los axiomas nombrados 
1- D(A, A 2 ...a\ + A” fc . .. A„) = 

~j=i 0ii A V A ik + £ % a - 

" ( a ’ ih + a ”*) A ik + ,| A a u Ajj = 

~ D (Aj A 2 ... A ’ fe . .. A„) 4- D (A, A 2 . . . A” ft . .. A„) 

zK: * 

2. D (A, A, ... a A. ... A.) - ^ A„ = a «, A,, + | «, A(/ . 

-2^ssA5iiysr,ar* , *'*-‘“‘- 

D(A, A ! ...«4 l ...A,) = „D(A,A,...A l ...A») 

3. A„=A t+1 =>D(A, ...A* Aft + 1 ...A„) = 

n 

= /=i A " “ a » A /fe +fl u+iA u+1 = 

-(1) «,»d(a(/i*)) +(-iy—< aftD ( A(/U) j =0 

4D ®=4(-ir / «dD(i(/i,)j = 

~ 0 ,+< 5,/ D ( I (r | /) J 

Entonces, Vn e N , V/ e I„, la funcion 

D : K n * n K 
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definida por 

D(A)=.| i % A i7 

es un determinante de orden n. 

La formula anterior corresponde al desarrollo del determinante por la i-sima fila y expresa 
que todo determinante es la suma de los productos de los elementos de la fila i por sus 
correspondientes cofactores. 

5.5. UNICIDAD DEL DETERMINANTE 

Expondremos primero algunos conceptos relativos a permutaciones e inversiones de una 
permutacion, sin entrar en detalles de demostraciones. Despues hallaremos una expresion del 
determinante en terminos de los elementos de la matriz, de modo tal que se satisfagan los 
cuatro axiomas de la definicion. 

5 , 5 . 1 . Permutaciones 

Sea el intervalo natural inicial 1„ = | 1, 2,. .n ) • 

Definicion 

Permutaciones de I n son todas las funciones biyectivas de I„ en sf mismo. 

Si o: I„ -* I„ es una permutacion, entonces O queda caracterizada por el conjunto 
ordenado de las imagenes 

o= ( a(l) a (2) ... a (n) ) 

Como a es biyectrva, existe la permutacion inversa de a, a 1 : I n ~+ I„ definida por 

a' 1 (/)=/ si o(j)-i 

Como la composicion de funciones biyectivas de I„ en l n es tambien una funcion 
biyectiva, resulta que la composicion de dos permutaciones de I„ es una permutacion de l n . 

Permutacion identica cs la funcion identidad en I n . 

5 . 5 . 2 . Trasposiciones 

Sea / e I n _j • Trasposicion /-sima de la pennutacjon O es la permutacion 

la • bi 


definida por 


fa (0 = 


o(0 si i =£j a /' + 1 

<7(i + l) si /=/' 
o (/) si /' = / + 1 
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Por ejemplo, dada la permutacion de I 5 


ff = (2 1 3 4 5) 

entonces es 


2 a =(2 3 1 4 5) 

Toda trasposicion de una permutacion intercambia dos imagenes consecutivas y deja fijas 
a las restantes. 

Se verifica que la permutacion inversa de una trasposicion es una trasposicion. Por 
ejemplo, la permutacion inversa de la trasposicion 

2 a = (2 3 1 4 5) 

es la trasposicion 


2'J =(3 1 2 4 5) 

Se demuestra que si o es una permutacion de I„ y n > 1, entonces existe un numero finito I 
de trasposiciones cuya composition es la identidad. 

Por ejemplo, si 

cr = (2 3 1 4 5) : 


entonces 


2(7 = (2 1 3 4 5) 

y 

l2 0 = (l°2) a = (l 2 3 4 5) = 1 


5.5.3. Signo de una permutacion 

Sea a una permutation de l n . El simbolo e(a) denota el minirno niimero de 
trasposiciones que trasforman a o en la identidad. Convenimos en que e (1) = 0. 

Diremos que o es par si e (cr) es par. Si e (a) es impar, entonces cres impar. 

A cada permutacion o de I„ sc le puede asignar el signo + si o es par, y el signo menos si 
es impar. Tal signo queda caracterizado por (-l) e{0) 

Se verifica que dos permutaciones inversas tienen la misma paridad. 0 sea 


(-1)* (a> = (-l) e (°"'> 


5.5.4. Teorema 

Los detenninantes estan umvocamente determinados por los axiomas 1., 2., 3. y 4. El 
determinante satisface la expresion 

D (A) = 2 (-I) 6 <<T) a a{l M «( 7 ( 2),2 • • • ao(n),n 

donde la suma se realiza sobre todas las permutaciones de l n . 
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Consideremos A = (Aj A 2 ... A„) e K” x,i . Si Ej, E 2 ,..E rt son los vectores columnas 
de la base canonica de K", entonces 

A i = ,4 E « 

A 2 = a Yl Ej 
i=l 

k n = 2 a in E, 

i—i 

0 sea 

n n n 

D (A) = D (Ai A 2 ... A„) = D ( 2 a iX E, 2 a i2 E,... 2 a in E,) 

i=l i=l i—l 

Mediante 1. podemos expresarlo como una suina de terminos del tipo 

^ 0 * 0 ( 1 ),1 E 0 (l) # 0 (2),2 E o(2>- . . flo(n),n E cr(n>) 

donde 0 ( 1 ), o(2),.. ., o(«) denota una election de n enteros entre 1 y n. 

Por 2. se tienen terminos de la forma 

«o(l),l ff o(2),2 • • • a a(n),n D ( E cr< 1) E o<2) • • • E a(n)) 

Si algun o asigna el mismo entero a valores distintos i y j, el determinante es nulo en 
virtud de 5.3.2. Esto significa que debemos considerar solo las permutaciones de I n . 

Luego 

D (A) = 2 a a ( 2 ) t 2 • • • a o(n),n D (E 0 (j ) E a ( 2 ) . . . 

Los vectores canonicos E CT(1 ), E a(2 ),.. ., E 0( „) constituyen en cada temiino una 
permutacion de E,, E 2 ,.. E n . Si e(a) denota el numero mi'nimo de trasposiciones 
necesarias para obtener la permutacion identidad es 

D ( E 0 (l ) E o( 2)* • • E a<«)) =(-l) e<a) D(Ej E 2 ... E„) 
donde (~l) e<a) es el signo de la permutacion. 

Por 4. resulta 

D (£„<,) E„ (2) ... E„ ( „ ) ) = (-l) e "’> D(I) = (-1) 5 "’> 

Por consiguiente es 

D(A)= 2 (-l) e(0) fl 0 (l),l fl a(2),2 • • • a o(n),n 

Este desarrollo del determinante no es util para el calculo, pero si lo es desde el punto de 
vista teorico. 




16 6 


DETERM IN ANTES 


5.6. DETERMINANTE DE LA TRASPUESTA 


Demostraremos que dos matrices traspuestas en K nx " 
O sea, si A e K nx ”, entonces D (A) = D (A*). 

Sabemos que 


tienen igual determinante. 


D (A) = 2 (-!)«<"> 

o 


a 0(l),l «o(l) ,2 ■■■a a{n)n 


Sea una permutacion de 
Luego 


In ■ Si a (/) - k, entonces a 1 ( k) =/ 


En todo producto del tipo 


a o{j)J a h,o~ l {k) 


a o(i),ia H2)t 2 .. . a ainhn 

cada entero k e I„ figura una sola vez entre los enteros n(i\ p™ ■ . 

puede escribirse asi: S ° ™ Por cons, g uie nte, tal producto 


y la suma es 


ya que 


a i,o~ 1 <i) a 2 i o rl ( 2 ). . ■ a n>a -i (B) 


(-1 )^)«(_i)e(a-«) 


permutacion caractenza univocamente a su inversa. ’ Y q Cad 

Por consiguiente, la suma es igual a 


5 (- 1 )' 


fl i.c(i)« 2>0 (2). • ■ *n,a(n> = D(A') 


Ejemplo 5*5. 

Calculamos, segun 5.5.4., el determinante de C = (A B) f siendo 


Efectuamos primero 
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Entonces 


/ 3 -3 -4 \ 
C = (AB/= -2 2 0 

\ 5 - 5 -v 


Para obtener los seis terminos del desarrollo 5.5.4. podemos aplicar la conocida regia 
de Sarrus, repitiendo debajo del determinante las dos primeras filas de la matriz, y 
efectuando los productos indicados 


D (C) = ~ 



= 3.2. (—2) + (— 2 ) . (- 5 ) . (-4) + 5 . (—3) . 0 - 
-5.2. (-4) - 3 . (-5). 0 - (-2). (-3) . (-2) = 
= -12-40 + 40+ 12 = 0 


En el caso de un determinante de orden 4, esta regia no es aplicable, y la obtencion de 
los 24 terminos del desarrollo es muy penosa. En todos los casos de calculo es 
preferible el desarrollo del determinante por los elementos de una fila o columna, 
como se indica en 5.3.5. 

En este sentido, primero extraemos el factor 2 de la segunda fila, y despues sumamos a 
la segunda columna la primera: 


D (C) = 2 


3 

-3 

— 4 


3 

0 

-4 

-1 

1 

0 

= 2 

-1 

0 

0 

5 

-5 

-2 


5 

0 

-2 


= 0 por tener una columna de ceros. 


El lector puede verificar que 


D (C) = D (A B) 


Ejemplo 5-6. 

Calculamos el siguiente determinante: 


D (A) = 


1 3 5 
3 5 1 
5 1 3 


A la primera fila le sumamos las dos ultimas y extraemos el factor 9 


D(A) = 


9 

9 

9 


1 

1 

1 

3 

5 

1 

= 9 

3 

5 

1 

5 

1 

3 


5 

1 

3 


A la segunda y tercera columnas les restamos la primera 


D (A) = 9 


1 0 0 
3 2 -2 

5 -4 -2 
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Desarrollamos por la primera fila, segun 5.3.5. 


D (A) = 9.1. 



-2 

-2 


= 9 (-4 -8) = -108 


Teniendo en cuenta que los determinantes de dos matrices traspuestas son iguales, U 
axiomas y propiedades relativos a las columnas son validos para las fllas. 

En consecuencia, el desarrollo de un determinante por los elementos de una fil a 
propuesto en 5.3.5., se hace extensivo a los elementos de una columna. Podemos decir’ 
entonces, que todo determinante es igual a la suma de los productos de los elementos de una 
linea (fila o columna) por sus respectivos cofactores. 


Ejemplo 5-7. 


Desarrollamos por los elementos de la primera columna. 


D (A) = 


1111 

abed 
a 2 b 2 c 2 d 2 
a 3 b 3 c 3 d 3 


Antes de efectuar el desarrollo pedido reduciremos a 0 los tres ultimos elementos de la 
primera columna, para lo cual restaremos a cada fila la anterior multiplicada por a. 


Ill 1 

0 b-a c-a d-a 
0 b 2 -ab c 2 -ac d 2 -ad 
0 b 3 -ab 2 c 3 -ac 2 d 3 -ad 2 


Desarrollando por la primera columna y factoreando 

b-a c-a 


D (A) = 


b(b-a) 
b 2 (b-a) 


c(c~a) 
c 2 (c-a) 


Extrayendo factores en cada columna 


d-a 
d(d-a) 
d 2 (d-a) 


D (A) = (b-a) (c-a) (d-a) 


1 1 1 
bed 
b 2 c 2 d 2 


El determinante de orden 3 que resulta es del mismo tipo que el primero. Ahora 
restamos a cada fila la anterior por b 


D (A) = (b-a) (c-a) (d-a) 


1 1 1 
0 c-b d-b 
0 c 2 -bc d 2 -bd 


Desarrollando por la primera columna y extrayendo factores se obtiene 


D (A) - (b-a) (c- a) (d a) (c-b) (d-b) 


1 1 

c d 


DETERMINANTE DEL PRODUCTO 
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0 sea 

D (A) = (b - a) (c - a ) (d - a) (c- b ) (d - b) (d - c ) 

El determinante propuesto recibe el nombre de determinante de Vandermonde, y 
considerando la fila de elementos a, b, c y tf,su desarrollo es igual al producto de los 
binomios que se obtienen restando cada elemento de la misma de todos los que le 
siguen. 


5.7. DETERMINANTE DEL PRODUCTO DE DOS MATRICES 


Demostraremos que si A y B son matrices n n , entonces se verifica que 

D (A B) = D (A) D (B) 

0 sea, el determinante del producto de dos matrices es igual al producto de sus 
determinantes. 

Considerando la matriz A particionada en vectores columnas, se tiene 


C = A B = (Ai A 2 ... A„) 


b n b 12 
b 2 \ b 22 


bln 

bin 


b n i b n 2 . .. b nn 


~( ?i b n A J 


bj 2 Ay ... ^2 bjn Ay) 


Luego 

D (A B) = D {Xbj , Ay .2 b n Ay.. . .2 b jn Ay) = 

= 2 D (^0(1 ),1 A CT( 1) bg(2 ),2 A o{2) • • • ^o(n),n A a( „) ) = 
b(j(2 ),2 • • • ^o(n),n ^ (A a (!) A a ( 2 ) ' • • A a („)) 

= 2 ( - l) e(C,) Z> o( i y ( i b a( 2),2 ■■ ■ ^(n),nD(A| A 2 ... A„) = 
= D (A) 2 (—l) e(ff) b a ( i) t i b a ^2 ),2 • • • ^a(n),n “ 


= D (A) D (B) 
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determinantes 


5.8. ADJUNTA DE UNA MATRIZ CUADRADA 


5.8.1. Definicion 


Si 


~ *-—- —. * 


A = 


a n 012 ... ai n 
a n 022 ... a 7n 


, a nl 0n2 ... a nn> 
entonces la matriz adjunta de A se denote mediante el rfmbolo Adj A, 


y es 


Adj A = 

Por ejemplo, la matriz adjunta de 


An A 2 i ... A„, 
A 12 A 22 ... A„ 2 


A in A 2 „ . . . A„ n 


es 


5.8.2. Propiedad 


-10 2 
A=| 2 1 3 

1 -2 -3 

3 9 _5 W / 3 a o 

AdjA= [ -4 1 _ 2 =/ 9 i 7 

- 2 ^ - l / \—5 -2 -1 


* s ? * - -»—... - 


Sea 


A = 


! a n 

012 

0n 

0i2 

0hi 

a h2 

0nl 

0n2 


[ 1 n 


donde h i=i 


AD JUNTA 
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Sumando a la fila h la fila i> el determinante de esta matriz no varia, es decir 

#11 #12 ... Sin 

#i i #»2 • * * a in 

D (A) *: \ 

#/il+#fl #ft2+#i2 # hn +a in 

#n 1 #n2 * ■ • 

Desarrollando el segundo miembro por los elementos de la fila h, se tiene 

D(A) = .2 (#;,,- + #„) A hJ 

Entonces 

n n 

D (A) = ^2 A h; + S a ij A h; 

La primera sumatoria es D (A), y en consecuencia 

D(A)-D(A)+i i a ij A hi 

Luego 

n 

a ti A h f = 0 

Esta propiedad tambien es valida para columnas. A continuacion demostraremos que el 
producto de toda matriz cuadrada a izquierda y a derecha por su adjunta es igual al 
detenninante de dicha matriz por la identidad. 


5.8.3. Teorema 

Cualquiera que sea A e K" xn se verifica que 

A . Adj A = Adj A . A = D (A) . I 

En efecto, aplicando la definicion de adjunta de una matriz cuadrada, el producto de 
matrices, 5.4. y 5.8.2. se tiene 

#11 #12 ■ • • a ln 

#21 #22 • • • #2 n 

A Adj A = . 

#»i 1 #n2 ■ • • #n« 
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DETERMINATES 


jk axiA 'l & a 'iA*i ... jiavAn, 

n n 

a 2 , ... A ni 


j^nfA-u 'Za nj A 2j .. 

D (A) 0 ... o 

O D(A) ... O 


’ jBi 


1 0 0 ... D (A) | 

1 0 ... 0 
0 1 ... 0 

= D(A) • . . = D (A). I 

0 0 ... i 

En forma analoga se pnieba que 

Adj A . A = D (A) I 


5.9. INVERSION DE MATRICES NO SINGULARES 

Demostraremos que una matriz cuadrada es inversible si y solo si & 


distinto de cero. 
Sea A e K” x ". 


si su determinante es 


1. Supongamos que A es inversible. Entonces existe B e BC"*" 


tal que 


Luego 


ab=ba=i 


D (A B) = D (B A) = D (I) 

Por determinante del producto y de la identidad es 

D (A) D (B) = D (B) D (A) = I 

Resulta D (A) * 0, pues en caso contrario su producto por D (B) sena 0, y no 1. 

2. Sea a eK"*» tal que D (A) * 0. Demostraremos que A es inversible 

determinant ££!£*££££?* “ *>“ « « - W - 

A . Adj A = Adj A . A = D (A) . I 


INVERSION DF, MATRICES 
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Per hipotesis, el escalar D (A) es distinto de cero, y dividiendo por el resulta 

AdjA _ Adj A . 

a T(X)“^- A 


Entonces, por definition, existe A 1 y es 


A' 1 


Adi A 
D(A) 


Se obtiene de este modo otro metodo efectivo para el calculo de la inversa de una matriz 
no singular. 


Ejemplo 5-8. 

Obtenemos la inversa de la matriz del ejemplo 5-6. 

1 3 5 

3 5 1 

5 1 3 



Como D (A) = -108, existe A -1 . 
Primero obtenemos la adjunta de A. 


Luego 


0 sea 


Adj A = 


14 

-4 - 

-22 \* 

/ 14 -4 

-22 

-4 

-22 

14 = 

-4 -22 

14 

-22 

14 

- 4 / 

\ -22 14 

-4 


1 

/ 14 

-4 -22 \ 


A " 1 - 

1 -4 - 

-22 14 

14 -4 / 


A — 

108 

\ -22 




f 7 

_ 2 _ 

— 


54 

54 

54 

A -1 - 

J 2 _ 

11 

7 

A — 

, ' 54 

54 

54 


11 

7 

2 


\ 54 

54 

54 


Ejemplo 5-9. 

Demostramos que los determinates de dos matrices inversas son escalares reciprocos. 
Sea A e K" x " no singular, es decir, tal que existe A" 1 . 

Entonces se tiene 


A A -1 = I 
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determinates 


D (A A" 1 ) = D (I) 

Por determinate del producto y de la identidad es 

D(A)D(A ~ l )=l 


D (A -1 ) = [D (A)] -1 

Ejemplo 5- 10. 

Semejantes tienen det "“* iguales. 
es semcjante a A, ententes cxiste P no singular tal que 

r , B =P _1 A P 

Entonces 

D(B) = D(P' , )D(A)D(P) 

Como K es conmutativo 

D (B) = D (P _1 ) D (P) D (A) 

Por determinate del producto 

D(B) = D(P' 1 P) D (A) 

O sea 

D(B) = D(I)D(A) 

Y resulta 

D(B) = D(A) 

5.10. REGLADECHIO 

de,“n: o“ d :;;oTol b r;LL omb f^ d % re f * chi v- ^» 

El procedijniento puede reiteraree hasta loerar ! & ^ T 3Cilitar el c ^ cul ° de l mismo. 
Sea 

a u a 12 ... a xj ... a ln 
a21 ... a 2J ... a 2n 

d(a)= . : : 


a n a i2 ... (ay) ... at 


a m a n2 ...am ... a r 


REGLA DE CHIO 
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Fleeimos como pivote un elemento no nulo, digamos Despues de extraerlo como 
®X la fila /, reduciremos a cero los demas elementos de la columna del pivote. 

_ /l ft * I 


All fl 12 
fl 21 fl 22 


D(A)=fly 


fljl 

fly fly 


. 1 ... 


I fl„l fln2 • ■ • “nj ■■■ a nn ! 

A cada fila /i, con h ± i, le restamos la fila i multiplicada por a hj> y resulta 


a U a n an ... 0 ... flin 


A1 j a in 


D(A) = fly 


«>2 1 


Anl “ 


a ni °<1 


fl«2 “ 


fl„; flj2 


.. 0 ... fl™ - 


Ani a in 


Ai desattollar por los elementos de la columna / resulta un determinate de orden n - 1 

“Efindistotomvidd'hfila o la columna del pivote por el. En el segundo caso se reducena 
Es lndistinto a via. del ivote . E n ambas situaciones el procedimiento 

medico cotLte en aplicar el metodo de Gauss Jordan teniendo en cuenta, ademas, el 

factor (-1)‘ + ^ fly• 


Ejemplo 5-11. 

Calcular, usando la regia de Chio. 

D (A) = 


2 0-12 
3 2-2-3 

0 -2 ( 3 ) 2 
2 3 0 -1 


determinarite S queda V* esletal"restantes Mementos de la columna 

del pivote se anulan, y a los elementos del determmante que no figuran m en la 



DETERMINATES 


e„ h columna del pivote 5 e los trasfomra de acuerdo eon la regia del “recta 


rectangulo’ 


D(A) = (_2) 


2 10 1 
3 4 0 -5 

0 1 1 -i 

2 3 0 -1 


Desarrollando por la tercera columna resulta 


2 © 1 

D(A)«(-2) 3 4-5 

2 3 -1 

Tomando como pivote , B =,. y reiterando el preceding,o S e obtiene 

2 1 1 
D (A) = (-2) -5 0 -9 

-4 0 -4 

Desarrollando por la tercera columna resulta 

° (A) = 2 |J _4 I =2 (20 - 36)= -32 


TRABAJO PRACTICO V 


5-/2 Calcular los siguientes determinates desarrollando por los elementos de una lmea : 
reduciendo a ceros todos los elementos de la misma, salvo uno: 


2 1 2 


2 4 3 

0 3-1 

D(B) = 

-1 3 1 

4 1 1 


4 1 2 


D (C) = 


1 1 
0 1 
2 -1 
3 4 


-2 4 

1 3 

1 0 

2 -1 


D(E) = 


-1 1 
0 3 

1 4 

3 1 


2 1 
2 -1 
2 1 
3 2 


5-13. Demostrar que el determinante de toda matriz triangular es igual al producto de los 
elementos de su diagonal. 

5-14. Demostrar que si un determinate tiene dos h'neas proporcionales, entonces es nulo. 


5-15. Resolver las siguientes ecuaciones: 


1 -X 

0 

-2 

ii) 

2 -x 

-3 

6 

0 

-X 

0 

= 0 

4 

1 + x 

-2 

-2 

0 

4 — X 


2 

-1 

2 + x 


5.16. Sea la matriz 



4 

3 

0 


Resolver la ecuacion D (A - X I) - 0 
5-17. Resolver la ecuacion D (A - X I) = 0 siendo 


3 3 

- 0 
2 

1 I 

4 4 


2 

4 ) 
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DETERMIN ANTES 


5-18. Demostrar que el determinante de toda matriz ortogonal vale 1 o -1. 
5-19. Sea A e K ,ixn . Demostrar que 

D (Adj A) = [D (A)]"" 1 

5-20. Demostrar que 


1 1 ... 1 

x, x 2 ... x t 



5-21. Sean/y g funciones reales de una variable real con derivadas primeras y segundas. 
Demostrar que si 


entonces 


V?= 


f S 

r s’ 


5-22. Demostrar que si n vectores columnas de K" son linealmente independientes, entonces 
cl determinante de la matriz cuyas columnas son tales vectores es no nulo. 

5-23. Determinar los signos de las permutaciones de 1 3 , y la inversa de cada una. 

5-24. S'ean a x , a 2 , . . a n escalares distintos. Demostrar que las n funciones 
definidas por 


fi (0 = 

son linealmente independientes sobre el cuerpo de los complejos. 
5-25. Obtener las matrices inversas de 






(ay b son no nulos) 


5-26. Determinar, si existen, las inversas de 


/ 2 

3 

4 \ 

r 1 

0 

3 B = 

\ o 

1 

2/ 


-1 1 

0 3 

0 4 

3 1 


2 0 
2 1 
1 2 
5 7 



TRABAJO PRACTICO V 
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$.27. Sean las matrices 



Hallar X sabiendo que AX - B. 

$.28. Verificar las siguientes identidades en K 
i ) 1 1 1 

x y z = (x-y)(y-z)(z-x) 

yz xz xy 

ii ) x y z t 

y z t x = =, x+y+z + t )(x+ z -y-t)(x + t-y-z)(x+y-z-t ) 

z t X y 

t x y z 


iii) 1 
1 
1 
1 


x 

y 

z + t 



y 

z 

X + t 

= 0 


z 

t 

x +y 


t 

X 

y + z 



-y 

- z 

2x 


2x 

-ly 


y-x 

- z 

2 y 

2 z 


2 z 

z - 

-x-y 


2 y y-x-z 2y =(x+y+z) 3 

2 z 2z z-x-y 

$.29. Efectuar, mediante el determinante del producto de dos matrices. 



5-30. Calcular 

0 1111 
10 111 
110 11 
1110 1 
11110 

5‘31. Dadas las fdrmulas de trasformacion de coordenadas esfericas a cartesianas 

( x = p cos ^ cos 6 
y~p sen ipcos 6 
z = p sen 6 
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DETERM1NANTES 


obtener el jacobiano de la trasformacion, es decir, el determinate cuyas filas son h* 
denvadas parciales dex.yy z, respecto de p, d, respectivamente. 

5-32. Obtener el jacobiano de la trasformacion 

U= X + Y 

« X 

V=~ donde X>0 , Y>0. 

5-33. Demostrar que el determinate de toda matriz antisimetrica de orden impar es nulo. 
5-34. Demostrar que 

|g £| = IAIID —BA ' 1 Cl 
donde A y D son cuadradas y A es no singular. 

5-35. Si A y D son simetricas e inversibles, entonces 


( A 

B \" 

/a -1 + F E" 1 F* 

- F E' 1 \ 


D/ 

n 

1 

m 

"n 

E- j 

donde E = D — B* A' 1 B 

y F = A" 1 

B. 



5-3<>. Sean A e K" x " no singular. U y V en K" x 1 . Demostrar 

(a + u vy = a ' 1 - — u v< A ~* 

1 + V ( A U 



Capftulo 6 


SISTEMAS LINEALES 


6.1. INTRODUCCION 

En este capitulo se estudian los sistemas de ecuaciones lineales sob re la base de su 
estrecha relation con las trasforniaciones lineales, y se analizan los espacios soluciones de los 
sistemas lineales y homogeneos. Despues de la demostracion del teorema de Cramer, se trata 
la compatibilidad de los sistemas lineales generales. Se dan, finalmente, los siguientes 
m^todos directos de resolution: de Gauss Jordan, de la raiz cuadrada y del orlado. 


6.2. SISTEMAS LINEALES 


6.2.1. Concepto 

Consideremos A e K” xm y la funcion 

/: K m -+K" 


definida por 


/(X) = AX (1) 

donde X denota cualquier vector columna de K m . 

Afirmamos que la asignacion (1) caracteriza a / como una trasformacion lineal de K m en 
K". En efecto: 

1. /(X+Y) = A(X+Y) = AX + AY=/(X)+/{Y). 

2. /(c*X) = A (aX) = «AX= af{X). 

Por consiguiente, toda matriz A e K rtXm determina una trasformacion lineal/: K™ ->K M 
defmida por f(X) = AX. 
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SIS'! EM AS LI NEALES 



Sea B e K". La igualdad 

/(X) = B 

o lo que es lo mismo 

AX = B 

recibe el noinbre de sistema dc ecuaciones iineales. 
La traduction de tal igualdad es 


011 012 • ■ 

021 022 • • 

• 01m | 

■ 02m 


*1 
*2 ' 

_ 

b l 
b 2 

0ft 1 0»t2 • • 

• 0»im j 


*m ; 


1 K | 


Efectuando el producto y aplicando la definition de matrices iguales se obtiene la forma 
escalar del sistema de n ecuaciones Iineales con m variables: 

«n*i + 012*2 + • • • +a lm x m =bi 

02 1*1 + 0 22 *2 + • • • +02 m *m =I>2 


\ 0„1*I +0n2*2 + • • • +0„m*m = b„ 

La matriz A, cuyos elementos son los coeficicntes de las variables del sistema, recibe el 
nombre de matriz del sistema. Los escalares que figuran en el segundo miembro se Hainan 
tenninos independientes. La matriz de coeficientes ampliada con los tenninos independien- 
tes se denota mediante 

A’-(A B) 

y es un elemento de K HX(m +1 \ 




SISTEMAS LINEALES 
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Conjunto solucion del sistema lineal es la preimagen por /, de {B } C K". 



0 sea, cada m-upla de elementos de K que satisface a todas las ecuaciones del sistema es 
una solucion del mismo. 

Entonces 


tt=(ai,a 2 ,...,o: m )es una solucion o a e F l ( { B |) 

Si la preimagen de B e K" es el conjunto vacio diremos que el sistema lineal 

A X = B (I) 

es incompatible. Si el conjunto solucion es no vacio, entonces se dice que e! sistema es 
compatible. 

Afirmamos que 


A X = B tiene solucion «Be!(/) 


y 


A X = B es incompatible 
En particular, si B es el vector nulo de K n , entonces 


A X = 0 (II) 

recibe el nombre de sistema lineal y homogeneo. En la forma escalar, los terminos 
independientes son nulos. 

Como 0 e K m satisface a (II), todo sistema lineal y homogeneo es compatible. El vector 
nulo de K m se llama solucion trivial del sistema lineal y homogeneo. 

Denotaremos con S al conjunto solucion de (II). S es la preimagen por/de OeK". En 
consecuencia, el conjunto solucion del sistema homogeneo es el nucleo de f. Resolver el 
sistema (II) es determinar el N (f). Por lo tanto, S es un subespacio de K m , llamado espacio 
solucion del sistema lineal y homogeneo. 
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SISTEMAS LINEALES 



6.2.2. Rango de la matriz de coeficientes 


Sea A eK n * m la matriz de coeficientes de un sistema lineal. Considerernos la 
trasformacion lineal 


definida por 


/: K m ->• K" 


/(X) = A X 



Afirmamos que el rango de A es igual a la dimension de la imagen de f. En efecto: la 
unagen de / es el espacio columna de A, pues 

1 (f) =lm/Xe K m ) = {AX/XeK-l - 


= j (Ai A 2 ... A m )/ • 2 |/x,6Kconi = 1, 2_ ,m 


m 

= .2 *,A*/* f eK} = S C (A) 


Por consiguiente es 


dim 1(f) = dim S C (A) = p (A) 



r 


ESPACIO SOLUCION lgl 

6 2.3. Dimension del espacio solucion de un sistema homogdneo 
Consideremos el sistema lineal y homogeneo 

A X = 0 

y sea S el espacio solucion, es decir 

s=m 

donde f es la trasformacion lineal a que nos hemos referido. 

De acuerdo con 3.4. se verifica que 

dim N(/) 4- dim I if) = dim K m 

En consecuencia 

dim S + p (A) = m 

0 sea 

dim S = m - p (A) 

' Luego, la dimensi6n del espacio solucion de todo sistema lineal y homogeneo es igual al 
numero de variables menos el rango de la matriz de coeficientes. 

En particular, si p (A) = m , entonces es dim S = dim N (f) = 0. En consecuencia 

s= (oj 

Es decir, si el rango de la matriz de coeficientes de un sistema lineal y homogeneo es igual 
al numero de variables, entonces dicho sistema admite como unica solucion la trivial. 


Ejemplo 6-1 

Interpretamos el siguiente sistema lineal en terminos de una trasfomiacion lineal y 
detenninamos la dimension de su imagen 


2k i - x 2 + x 3 + x 4 = 1 
< Xj - x 2 - x 3 + 2*4 =0 
3*! -2x 2 + 3x 4 = 1 

La matriz del sistema lineal es 



El vector de los terminos in depen die ntes es 
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SISTEMAS LINEALES 



Para hallar dim !(/) obtenemos el p (A) por el metodo de Gauss Jordan 


2 

-1 

1 

1 

® 

-1 

-1 

2 

3 

-2 

0 

3 

0 


3 

-3 

1 

- 1 

- 1 

2 

0 

1 

3 

-3 

0 

1 

3 

-3 

1 

0 

2 

- 1 

0 

0 

0 

0 


Resulta dim 1(f) = p (A) - 2 


Ejemplo 6-2 

Si consideramos el sistema homogeneo 

( 2Xi - x 2 +x 3 + *4 =0 
< Xi - x 2 - X 3 + 2*4 = 0 




TEOREMA DE CRAMER 
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entonces la trasformacion lineal asociada es la misma del ejemplo anterior. Resolver el 
sistema homogeneo significa determinar el nucleo de /, cuya dimension es 

dim S=m - p (A) = 3 — 2=1 

6.3. TEOREMA DE CRAMER 

Si A e K"*" es no singular y BeK", entonces el sistema lineal A X = B admite solucion 
unica, y el valor de cada variable es el cociente entre el determinante que se obtiene al 
sustituir, en el determinante del sistema, la columna de coeficientes de la variable por la 
columna de los terminos independientes, y el determinante del sistema. 

Sea el sistema lineal 

A X= B 

j Como A es no singular, premultiplicamos por su inversa 

A -1 (A X) = A" 1 B 

Asociando 

(A -1 A) X = A" 1 B 

| Luego 

I I X = A' 1 B 

En consecuencia 

X = A~ 1 B 

es la unica solucion del sistema. 

De acuerdo con 5.3.5., como D(A)^0, las n columnas de A son linealmente 
independientes y constituyen una base de K n . Por consiguiente, cualquiera que sea B eK", 
existen escalaresx,, x 7l ... , x n , unicos, tales que 

n 

B = 2 X: Ai 
i~l 11 

y por lo demostrado en el ejemplo 5-4 resulta 

.. _ D(A t A 2 ...B...A„) 

A j ---— 

D(A) 

para todo/= 1,2donde B es la columna de lugar j. 

Los sistemas de n ecuaciones con n variables se llaman cuadrados, y si el determinante de 
lamatriz de coeficientes es distinto de cero, entonces reciben el nombre de cramerianos. 

Ejemplo 6-3 

Resolvemos mediante el teorema de Cramer el siguiente sistema: 

j X 1 ~~ x 3 = ~ 1 

j Xi + 2x2 — = — 1 

( 2xi - x 2 + x 3 = 3 
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SISTEMAS LINEALES 


La matriz de coeflcientes es 



y su inversa, determinada en el ejemplo 4-18, es 


r 

A* = I - I 


1 

5 

3 

5 

J_ 

5 



Como la solution es X = A 1 B, se tiene 



6.4. COMPATIBILIDAD DE SISTEMAS LINEALES 

6.4.1. Teorema de Rouche Frobenius o de Kronecker 

Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si y solo si la matriz de coeflcientes y la 
matriz ampliada con los terminos independientes tienen igual rango. 

Sea el sistema lineal A X = B, donde AeK rtXm , XeK mxl y B eK nxl , y sea A’ la matriz 
de coeflcientes ampliada con la columna de los terminos independientes. ! 

El teorema afirma que 


A X = B es compatible o p (A) = p (A’) 



TEOREMA DE ROUCHE 
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En efecto: 

A X = B es compatible o 3 a e K mx 1 / A a = B «• 

/«1 \ 

o3a lt a 2i • • • ,a m eK / (Aj A 2 ... A m ) 






4>3tt 1) a 2 ,...,a m €K/B = | i a,A,-<> 
o B es combinacion lineal de las m column as de A o 
^Be S C (A) ^ p (A’) = p (A) 

Por definicion de sistema compatible, producto de matrices en forma particionada, 
definicion de combinacion lineal, definicion de espacio columna de una matriz y de rango de 
una matriz. 

Denotando con T el conjunto solucion del sistema lineal A X = B, el teorema demostrado 
puede expresarse asi: 

T 0 p (A) = p (A 5 ) 

En consecuencia 

T -(f>o p (A) =£ p (A’) 

0 sea, un sistema de ecuaciones lineales es incompatible si y solo si los rangos de la matriz 
de coeficientes, y de la matriz ampliada con la columna de los terminos independientes, son 
distintos. 


6.4.2. Conjunto solucion de un sistema lineal compatible 

Sea A X = B un sistema lineal compatible, es decir, tal que p (A) = p (A’), donde 
A e K" xm , X e K mxl y B e K nxl . Se presentan las siguientes situaciones: 

1. El rango de ambas matrices es igual al numero de variables. 

Si p (A) = p (A’) - m, entonces las m columnas de A son linealmente independientes y, en 
consecuencia, B es combinacion lineal unica de tales columnas. Esto significa que existen 
escalares , a 2 ,... , & m e K, unicos, tales que 

m 

B = S a,- A i 

i= l 

es la unica solucion del sistema. 


O sea, a = 


% 


2. El rango de ambas matrices es menor que el numero de variables. 
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Supongamos que p (A) = p (A’) = r<m. Podemos suponer, sin perdida de generalidad 
que las filas y columnas linealmente independientes de A son las r primeras. Las r variables 
asociadas a las columnas linealmente independientes se Hainan principales, y las m-r restantes 
se llaman secundarias. Las m-r ecuaciones no principales son combinaciones lineales de las^ 
primeras, y el sistema es equivalente a un sistema lineal de r ecuaciones con m variables, 
Trasponiendo al segundo mieinbro de cada ecuacion las m-r incdgnitas secundarias, para cada 
sistema de valores asignados a estas, se tiene un sistema lineal crameriano de r ecuaciones con 
r variables con solucion linica, ya que la matriz de coeficientes es no singular. 

En este caso se dice que el sistema es indeterminado. 


6.5. RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES 

El metodo de Gauss Jordan permite no solo la discusion del sistema en el sentido de 
decidir si es compatible o no, sino tambien la resolucion efectiva de el en el caso de 
compatibilidad. Esto significa detenninar el conjunto solucion. 

Esencialmente se basa en la determination de los rangos de A y de A’, para lo cual se 
escribe a la derecha de la matriz A la columna fonnada con los terminos independientes, y se 
opera de acuerdo con lo expuesto oportunamente. 

Ejemplo 6-4 

Discutimos y resolvemos por el metodo de Gauss Jordan el siguiente sistema: 

+ x 2 + * 3 = 2 
2x t - x 2 - x 3 = 1 

a-, + 2x 2 - x 3 --3 


P (A) = p (A’) = 3 
La solucion es 

xi = - 1 
x 2 = - 1 

*3 = 2 

0 sea, el vector 
X = 



® 

1 

1 

2 

2 

- 1 

-1 

1 

1 

2 

-1 

- 3 

1 

1 

1 

2 

0 

-3 

-3 

- 3 

0 

© 

- 2 

- 5 

1 

0 

3 

7 

0 

0 

© 

- 18 

0 

1 

-2 

- 5 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

2 

0 

1 

0 

- 1 
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Desde cl punto de vista geometrico, cada ecuacion es la representation anah'tica de un 
piano, y la solution unica caracteriza al vertice del triedro que forman dichos pianos. 

Ejemplo 6-5 

Verificamos que el siguiente sistema es incompatible: 

| +* 2 “ *3 = 1 

| Xi -x 2 + 3x 3 = - 3 

{ X t + * 3 = 1 

Investigamos para ello, los rangos de A y de A’: 


© 

1 

-1 

1 

1 

-1 

3 

-3 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

- 1 

1 

0 

-2 

4 

-4 

0 

0 

2 

0 

1 

0 

1 

A, 

0 

0 

0 

G 

0 

1 

-2 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

-2 

0 


El unico elemento que puede ser tornado 
como pivote es -4. Esto significa que el 
rango de A’ es 3, pero el rango de A es 2, y 
en consecuencia el sistema es incompatible. 
La ultima etapa es innecesaria y ha sido 
realizada para poner en evidencia los vecto- 
res canonicos. 


Ejemplo 6-6 

Determinamosuna base del espacio solucion del sistema lineal y homogeneo 

(A - A I) X - 0 


para cada Atal que 


D (A — A I) = 0 


siendo 



y XeR 3xi . 
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Resolvemos primero la ecuacion D (A - X I) = 0, o sea 

1 -X 1 1 

0 2 — X 1 =0 

0 0 1 -X 

Como la matriz es triangular, el determinate de la misma es el producto de los 
elementos de su diagonal 

(1-X) 2 (2 — X) = 0 

Las raices son 

X L = X 2 = 1 y X 3 =2 
1. Para X, = X 2 = 1 se obtiene el sistema homogeneo 



Es decir 


0 sea 



( Oxj + * 2 + x 3 =0 

j 0*i + x 2 + x 3 =0 
1 Ox, + Ox 2 +0^3 =0 

V.vj e R se verifica 
*2 + * 3=0 


x 2 — .x 3 

Las infinitas soluciones son las ternas del tipo 
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Una base del espacio solucion esta formada por los vectores 



A1 mismo resultado se llega utilizando el metodo de Gauss Jordan 


0 

® 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


Como p (A) = p (A’) = 1 y este valor es menor que el numero de variables, el sistema 
tiene infinitas soluciones. La dimension del espacio solucion es 

3 — P (A) — 2 

Las dos primeras ecuaciones caracterizan un piano que pasa por el origen y que 
contiene al eje x t . La tercera ecuacion se satisface para todo (xj, x 2 , x 3 ) 6 R 3 , o sea, 
representa a R 3 . La intersection de estos dos subespacios es el piano de ecuacion 
x 2 + x 3 = 0. 


Ejemplo 6-7 

Considerando las matrices 



1— 

1 

ol 



! Xi ) 


I 1 


I 2 

2 






A = 

1 

1 

1 


X = 

x 2 

-y 

i = 

i 


4 

4 

Y 







1 

, __ 

1 

ij 



l % 3 1 


\i 


\ 3 

3 

3 / 







X* A = X f 
t f X=l 


resolvemos el sistema lineal 




194 


SISTEMAS LINEALES 


Efectuamos primero las operaciones matriciales 


l-(*i * 2 * 3 ) 



4 4 

3 3 



(ATj X 2 * 3 ) 


h 

Por igualdad de matrices 


*3 


0 Xl + a X * + ~*3 

2 4 2 


~X 2 + ~* 3 

2 3 


2 X> + \ Xi + J*3=*r 

i*«+j**=* 9 


Eliminamos los denominadores 

+ 3x i + 4x 3 = 12x, 
+ 3 *2 + 4* 3 = 12 x 2 
3* 2 +2x 3 = 6x3 

Reduciendo terminos 


6 x t ~3* 2 - 4x 3 =0 
6*1 - 9x 2 + 4x 3 = 0 
3*2 - 4x 3 = 0 


2. 1 # X=1=*(1 1 l) 


“ 1 ^*1 + * 2 + x 3 = I. 


Teniendo en cuenta 1. y 2., el sistema a resolver es 


| 6x, - 3x 2 — 4x 3 =0 
I 6*! - 9x 2 + 4x 3 = 0 

3*2 - 4*3 = 0 
*1 + *2 + * 3 =1 


j -(*1 * 2 * 3 ) 
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Aplicainos Gauss Jordan 


6 

- 3 

- 4 

0 

6 

- 9 

4 

0 

0 

3 

- 4 

0 


1 

1 

1 

0 

- 9 

- 10 

- 6 

0 

- 15 

- 2 

- 6 

0 

© 

- 4 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

V 2 7 

- 6 

0 

0 

-“32 

- 6 

0 

1 

1 

U> I 4^ 

0 

1 

0 

7 

3 

1 

0 

0 

1 

3 

11 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

4 

11 

1 

0 

0 

4 

11 


Se tiene: p (A) = p (A’) = 3 y la unica solucion es 


/ 4 

11 


*2 = 

*3 = 


4 

11 

_3 

11 


La matriz A de este ejemplo es tal que sus elementos son no negativos y la suma de Ios 
elementos de cada fila vale 1. Esto significa que los vectores filas caracterizan una 
distribution discreta de probabilidades, y por tal motivo la matriz se llama estocastica. 
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El vector solution define tambien una distribution de probabilidades, llamada 
estacionaria. Este tipo de distribuciones se estudia en las cadenas finitas de Markov. 


6.6. SISTEMAS HOMOGENEOS 

6.6.1. Espacio solution de un sistema lineal y homogeneo 
Dado el sistema lineal y homogeneo 

A X = 0 

donde A e K" xm , X e K mxl y OeK" xl , corao p(A) = p(A’) = r, ocurre que tal sistema 
siempre es compatible, de acuerdo con 6.4.1. 

En cuanto al espacio solution del mismo, son validas las conclusiones obtenidas en 6.4.2., 
o sea 

1. r = m=> existe solution unica =>S = { 0 } 

En este caso la unica solution del sistema es la trivial. 

2. r < m => el sistema es indeterminado. 

6.6.2. Sistemas homogeneos cuadrados 

Sea el sistema lineal y homogeneo 

A X = 0 

donde A eK nxn , X e K nxl yOeK nxl . 

Propiedad 

Un sistema lineal y homogeneo de n ecuaciones con n variables tiene solution unica si 
y solo si el determinante de la matriz de coeficientes es no nulo. 

1. Si A X = 0, con A e K nx ", tiene solution unica, entonces es p (A) = n. En consecuen- 
cia, las n columnas de A son linealmente independientes, y de acuerdo con el ejercicio 
5-22 resulta D(A) + 0. 

2. Supongamos que D (A) ^ 0. Segun 5.3.5., las n columnas de A constituyen una base de 
K”. Por lo tanto, 0 es combination lineal unica y trivial de tales vectores columnas. 

Los teoremas contrarreciprocos de 1. y 2. nos permiten afinnar que un sistema lineal y 
homogeneo de n ecuaciones con n variables es indeterminado si y solo si el determinante de 
los coeficientes es nulo. 

Ejemplo 6-8 

Determinamos los espacios soluciones de los siguientes sistemas homogeneos y 
cuadrados: 
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i ) *j - 2* 2 + x 3 =0 
■ - *2 + * 3=0 

*i - 2*2 - 2*3 = 0 


D(A) = 


1 

-2 

1 


1 

-2 

1 

0 

- 1 

1 

= 

0 

- 1 

1 

1 

-2 

-2 


0 

0 

- 3 


= 3^0 


Luego la unica solution es 


*\ =* 2 =*3 “ 0 


y 

S=(o| 

Los tres pianos forman un triedro cuyo vertice es el origen. 
ii ) ( * x - *2 + 3x 3 = 0 

j *, +*2 -- *3 =0 

( *1 +* 3=0 

Como 


D(A) = 


1 

- 1 

3 


1 

- 1 

3 

1 

1 

- 1 

= 

2 

0 

2 

1 

0 

1 


1 

0 

1 


= 1 


2 2 
1 1 


- 0, el sistema es indeterminado. 


Lo resolvemos segun Gauss Jordan 


© 

- 1 

3 

0 

1 

1 

- 1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

- 1 

3 

0 

0 

2 

-4 

0 

0 

© 

-2 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

. 0 

0 

0 

1 

.. o 

0 
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Se tiene: 


I X ! + X 3 =0 

I *2 -2X3 =0 

Despejando las variables principals 

*1 = -*3 
x 2 = 2x 3 

Las infinitas soluciones estan dadas por 

| x x = - a 

| x 2 = 2a 

\ x 3 = a VaeR 


El espacio solucion es la recta de ecuaciones 

Jj_ _ _X2_ _ 

-1 2 1 

0 sea 

S - { ( - a, 2a, a) / a e R } 

Geometricamenle, este sistema admite la siguiente interpretacion: las ecuaciones 
corresponden a tres pianos que pasan por el origen y forman un haz cuyo eje es el 
espacio solucion, 0 sea, la recta mencionada. 


6.7. CONJUNTO SOLUCION DE UN SISTEMA LINEAL 

Sea T el conjunto solucion del sistema lineal A X = B, y sea S el espacio solucion del 
sistema lineal y hoinogeneo asociado. Si t es una solucion particular del sistema A X = B, y 
t + S denota la suma de esa solucion particular y todas las soluciones del sistema hoinogeneo 
asociado, entonces se verifica que 

T = / + S 

En efecto: 

1. Consideremos cualquief solucion u de A X = B, y sea t una solucion particular de este 
sistema. 

ue T AieT=> A (u - t) = Au -Af = B B = 0 => 

=>u - t eS^u - t = s a seS=>u = t + s AseS=>uet + S 

O sea 

TCt + S (1) 

2. Sean: t , una solucion particular de AX = B, y s cualquier solucion de A X = 0. 

u = t + s e t + S => Am = A(/ + s) = At 4- As = B + 0 = B => u e T. 
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LuegO 

De(l)y (2) resulta 


f + SCT (2) 


T = f+ S 


En consecuencia, toda solucion de un sistema lineal es ignal a una solucion particular de 
dicho sistema, mas una solucion del sistema homogeneo asociado. En otras palabras, el 
conjunto solucion de un sistema lineal es igual a la suma de una solucion particular con todas 
las soluciones del sistema lineal y homogeneo correspondiente. 


Ejemplo 6'9 

Interpretamos geometricamente el significado del teorema anterior considerando el 
sistema lineal de una ecuacion con dos variables 

2*i - x 2 = 1 

En este caso es A = (2 -1) y A' = (2 -1 1). Ambas matrices tienen rango 1 y el 

sistema tiene infinitas soluciones. 

El sistema homogeneo asociado es 

2*i ~x 2 =0 

y corresponde a una recta que pasa por el origen. Una solucion particular del sistema 
dado es (1 , 1) = t. Sumando a t los vectores correspondientes a todos los puntos de la 
recta de ecuacion 2*j - x 2 =0, se obtiene la recta T, paralela a S. 
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Ejemplo 6-10 
Dado el sistema lineal 

{ Xi + X 2 + X 3 + *4 + *5 = • 7 

3*1 + 2x 2 + x 3 + x 4 - 3 jc 5 = - 2 

x 2 + 2x 3 + 2x 4 + 6x 5 ~ 23 

Sxx + 4*2 + 3*3 + 3 x 4 - x 5 = 12 

determinamos: el espacio solucion del sistema homogeneo correspondiente, una base y 
la dimension de este, una solucion particular y el conjunto solucion de aquel. 



1 

1 

1 

1 

0 

7 

3 

2 

1 

1 

-3 

0 

- 2 

0 

1 

2 

2 

6 

0 

23 

5 

4 

3 

3 

- 1 

0 

12 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

7 

0 

- 1 

-2 

— 2 

-6 

0 

-23 

0 

© 

2 

2 

6 

0 

23 

0 

- 1 

-2 

-2 

-6 

0 

-23 

1 

0 

- 1 

- 1 

- 5 

0 

- 16 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

2 

2 

6 

0 

23 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


P (A) = p (A’) = 2 => el sistema dado tiene infinitas soluciones. 

Resolvemos el sistema homogeneo, cuyo espacio solucidn tiene dimension 3. 

5 -p(A) = 5 - 2 = 3 

Xi - x 3 - x 4 - 5jc s = 0 
x 2 + Zx 3 + 2x 4 + 6jc 5 = 0 


Trasponiendo las variables secundarias 


*1 = X 3 + x 4 + 5*5 
x 2 2x 3 — Zx 4 — 


El espacio solucion esta dado por 
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( .x^ =a + j 3 + 57 
x 2 — — let — 2/3 — 67 
< *3 =oc 

*4 =<3 
*5 =7 

cualesquiera que sean a, /3 y 7 e R. 

Luego 


lx |1 


/ 1 ' 

1 / M 


1 5 

*2 


— 2 


-2 


-6 

*3 

= a 

1 

+ 0 

0 

+ 7 

0 

*4 I 


° 1 


1 1 


0 

*5 / 


, 0 / 


l 0/ 


1 1 


Una base de S esta formada por 


- \ 


1 1 ' 


1 5 \ 

-2 1 


I- 2 


f-6 

1 

, 

0 

y 

0 

° j 


, 1 i 


0 

0 1 


1 0 1 


i 1/ 


Obtenemos una solucion particular del sistema dado haciendo x 2 = x 3 = *4 = 0 


Luego, la solucion general es 


t = 


16 

23 

0 

0 

0 


/-16) 


1 1 ' 


1 1 ' 


/ 5 

23 


_ 2 


[-2 


1 -6 

0 

+ a 

1 

+p 

0 

+ 7 

0 

0 


0 , 


3 j 


0 

0 1 


1 0 / 


1 0 / 


i 1 
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O sea 


*1 -16 + a + 0 + 57 

* 2 = 23 - 2cc - 2/3 - 67 


* 3 = a 
*4 =P 
* 5=7 


6.8. RESOLUCION DE SISTEMAS SIMETRICOS POR EL METODO DE 
LA RAIZ CUADRADA 

■iTTSsr*”is: t'■ — * 

convergence, y mediante itTradone, . m * t0 d °? te< l UKren el ««* de cuestiones de 
que se desee. A diZ£ S ° 1UCi ° neS C ° n h 

ZZ° finit0 de ° p “ —— T^nl^ZToZ 

ax = b ( 1 ) 

tal que A = A f en K"*", X 6 K ”* 1 , B 6 K"*> y a .. * 0 
Probaremos que existe una matriz triangular T tal que 

A = T*T (2) 

Proponiendo la forma escalar de (2), debe ser 


l‘u 

t\2 


0 

*22 


It II 
0 


t\2 
*22 


hn 

t 2n 


I <*11 
a 2 1 


a \ 2 
a 22 


<*1 n 
a 2 n 


<*n 1 0\ 


Un hn t *" ••• 'ml 10 o ... /, m / 

For igualdad de matrices, despues de efectuar el producto indicado, results: 
1. Considerando la primera fila: 


.. a r 


Si; > 1 , entonces 


fii d\\ =>?,, =y/a 1 7 


'n t u = a lJ 
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Luego 



O sea, la priniera fila de T se deduce de la de A de la siguiente manera: el primer elemento 
es la rai'z cuadrada del primero de A, y los restantes se obtienen dividiendolos por esta raiz 
cuadrada. 


2. Considerando cualquier fila distinta de la primera, es decir, tal que / > 1, se tiene: 


hi 


/ = !=>%= 2 tli= 2 tit 

h = l h~ 1 




/i = i 


tht + ti 



4 


n i i -1 

/ > iaij = ^ t hi t hj = t hi t hj = t i( t{j + ^ 2 t hi hi ** 

a ii ~ . ^ i hj 
, . h — ■ 


La determinacion de los elementos de la matriz triangular se realiza en una sola etapa y 
por filas sucesivas. 

In traduccion de las formulas obtenidas es la siguiente: todo elemento diagonal, a partir 
de la segunda fila, es igual a la raiz cuadrada de la diferencia entre el elemento a fl - 
correspondiente y la suma de los cuadrados de los elementos de la misma columna de la 
matriz triangular. Todo elemento no diagonal t tj es igual a la diferencia entre y la suma de 
los productos, fila por fila, de los elementos de las columnas correspondientes, dividida por 
el elemento t u de la diagonal. 

Retomando el proposito original, de (1) y (2) sc deduce 

T* T X = B 

Haciendo 


T'K = B (3) 

se determina el vector K, y considerando 


T X = K (4) 

conocido K, se obtiene X. 

La determinacion de las componentes del vector K se efectua de la misma manera que las 
columnas de la matriz T. En efecto, considerando (3), es 



0 . 

. 0 


/*- 


l b ' 

tl2 

h 2 • 

. . 0 


k 2 

= 

b 2 

h n 

hn • 

• h n 1 


k„j 


K \ 


de donde resulta, por producto e igualdad de matrices: 
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1. t x ! ky = b t , o sea 


*,-■**- 

hi 


i > 1 => b t 2 t hi k h - 2 tfrj k h - 
n=l h=i 


i -1 “ 5 thf k-h 

= t u ki + S t hi => ky = —---- 

h = 1 *« 

Finalmente, obtenidos T y K en una unica etapa, se resuelve facilmente el sistema 
triangular 

T X = K 


Ejemplo 6-11 

Resolvemos el siguiente sistema simetrico por el metodo de la raiz cuadrada: 

( Xy + 2 x 2 + 2x 3 ~ 0 

j 2*i + 5* 2 - * 3 — — 8 

( 2* 3 - * 2 + 33*3 = 4 

Trasformamos, de acuerdo con el esquema propuesto, las filas de la matriz de 
coeficientes ampliada con la columna de los terminos independientes: 


_ 2 3 - t\ 2 t , 3 _ ] 2 .2 

‘2 3-- 

t"l 2 I 

K __^3 ~ t \ 3 ky ~ 122 k“l 
/C 3 -• -- 

^33 


1 

2 

2 

0 

2 

5 

- 1 

-8 

2 

- 1 

33 

4 

1 

2 

2 

0 

0 

1 

-5 

-8 

0 

0 

2 

- 18 


- 4 — 2.0 — (- 5) (- 8) _ 
2 


En consecuencia: 


*i -f 2*2 + 2*3 = 0 
*2 — 5*3 — — 8 

2*3 = — 18 

Luego 

* 3 = -9 * 2 = -53 *! =124 
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La solution es 

( 124 
- 53 
- 9 

Las condiciones para que el metodo sea aplicable son: t u 0, V* = 1,2,. .., 



Ejemplo 6 -12 

Resolvemos por el mismo metodo 

( - *1 + *2 - 2*3 = 2 
*i +3x3 = —5 
- 2 jc, + 3x 2 - 2 x 3 = - 1 

No es necesario multiplicar la primera ecuacion por - 1 para obtener elementos reales 
en T. 


-1 

1 

-2 

1 

0 

3 

-2 

3 

_ 2 

2 

-5 

- 1 

i 

- i 

2/ 

-2/ 

0 

1 

1 

-3 

0 

0 

1 

-2 



Entonces 

x 3 = - 2 x 2 = - 1 Xj = I 


6.9. METODO DEL ORLADO 


Este metodo, que es directo, permite obtener la inversa de una matriz no singular 
M e K nxn . Particionamos M de acuerdo con el esquema 

n=(n - 1) + 1 

para filas y para columnas, y se tiene 


donde A e K<" 1 > x < n ‘ l >, B eK^’ 1 )xl , C e K 1 x(n ' 1 > y (a nn ) e K 1 X1 . 

Suponemos conocida la inversa A -1 del primer bloque y proponemos, para la inversa de 
M, el mismo esquema de partition. 
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donde a n e K - j 0 j 
Considerando que 


se tiene 


A 

C a , 


M " 1 = 


X Y 


MM -1 =l 


T : 


I N 
N l 


A X + BZ = I 

0) 

ay+-5- = n 

(2) 

C X +a nn Z = N 

(3) 

CY+^a = i 
<** 

(4) 


De(2) 


Sustituimos (5) en (4): 


Y=-Al! (5) 


CA-'B. a„ n , 


De(l) 


an = ^n-CA _1 B (6) 


AX-I-BZ=>X = A 1 - A" 1 BZ (7) 
Teniendo en cuenta esta relation, (6) y (3), es 

C (A 1 - A' 1 BZ) 4- a nn Z = N 
CA' 1 — C A -1 B Z + a nn Z = N 

C A 1 ~ fann -<*n)Z+a nn Z=--N 

C A 1 - a nn Z + a n Z + a nn Z = N 
«n z = - C A" 1 
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De (7) y (8) 


r a -1 

( 8 ) 


Entonces 


X = A 1 


( A' 1 BC A' 1 


(9) 


1 A -! | A' 1 B C A" 1 


M" 1 = 


C A" 1 


A" 1 B 

<x n 

1 


Se trata de un caso particular de la inversion por partition estudiada en 4.18. 

Este metodo se utiliza para invertir matrices por orlados sucesivos, constmyendo las 
inversas de 

( a n) * (° 11 ***) .etcetera 
v ' \«21 « 22 / 

Conociendo la inversa de A e k*"" 1 )x(n ‘ l \ se calcula M' 1 e K' Jxn , para lo cual es 
preciso obtener: 

1 . 

-A" 1 13 = 


2. c A (Cni C n 2 ■ • • 


bln 

1*2 n 


'n-l ,n 



1 b ln \ 



fbi „ 


<3* 

M 

a 



bln 

3. «„=«„„ -C A"’ B= fl „„ + C 

[ bn-l,n | 

a nn + ( a n V a n 2 ■ ■ 

■ ■ a n,n -\) 

bn-l,n 


a nj bj r 


J -I 
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Tambien: 


a n &nn — C A 1 B a nn + (c n ] C n2 . . . ) 


n 

«2 n 
a n-\,n 


n-\ 

^ 0C„ ~ Q nn 2 dj n C n f 

i~ l 

4. Los elementos x u de la submatriz A" 1 + - - B C A 1 son, llamando x’ u a los 

correspondientes elementos de A" 1 : 

x ij = x ij + ~ Cnj si i<n- 1 ,/<« - 1 

<*n 

Ademas 


*in 

II 

r 

si / < n — 1 

X>ij 

s\ « 

• II 

si j < n ~ 1 

Xfin 

1 



El siguiente esquema denota una etapa del proceso: 


A' 1 

B 

ca 

'< 

l 

C 

®nn 


-C A' 1 


<*n 


Ejemplo 6-12 

Calculamos la inversa de A por el metodo del orlado, siendo 




METODO DEL ORLADO 

Siguiendo el esquema anterior, y aplicando las formulas desarrolladas, resulta: 


- 1 


1 

2 

- 1 

2 

- 1 

1 

- 1 

1 

2 

1 

2 

-2 

2 

- 1 


-2 


5 


14 

14 

14 

5 

1 

3 

14 

14 

14 

1 

_3_ 

_L 

’ 14 

14 

14 


M 


11 

5 


- A -1 B 


-C A 


-l 


M" 


Conocida M" 1 es posible resolver sistemas del tipo 

M X = K 
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donde M es no singular. 















trabajo practico VI 


6-13. Sea /: R 3 
'2 1 


R 2 


A = 


una trasformacion lineal caracterizada por , a 


matri 


1 _ 2 / res P e cto de la base canonica en cada espacio. Determiner 1 

preimagen por/del vector (- 1 j) ' 

6.14. e l ™^ t od o de Gauss reducido, los siguientes s.stemas: 


2*i - * 2 + 2* 3 = l 

*1 + X 2 + *3 =2 

2*1 * 3 =5 


2 . 


* + 3j; 4- 2 = 6 
3*-2y-8* = 7 

4x + 5^ - 32 = 17 


_ 

sistemas WgdTe'r 6 " S ° brc “ ^ eSpaci ° SOluci6n dc “da uno de los siguientes 


1 . 


+ *2 ~* 3 =0 


2 - j 2*i +x 2 -* 3 =0 

*2 +*3 =0 


4. 


5. 


3. 


*1 +*2 + * 3 = 0 
x i ~ x 2 =0 

*2 + *3 =0 


*1 + *2 + * 3 =0 
2*j + 2.y 2 + 2* 3 = o 

2 *« -3 * 2 + * 3 = 0 

*1 + *2 “ *3=0 

3 *1 +4* 2 =: Q 

+ * 2 + * 3 =0 


anterior, en los casos'de dtaendbnporfttva. 6 ” ^ U "° ^ ‘° S Casos deI e j e ^i«o 
siguientes casos" 810 " Y U " a baS8 de ‘ 6SpaCio soIuci6n «■>!>« C en cada uno de los 


1. I IX +y - 2 = 0 

I *>+z=0 


2 . I (1 +/)*-/>+ 2 z = o 

/* + /> - z = 0 
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6-18. En el anillo de las clases de restos modulo 3, determinar una base del espacio solucion 
del sistema _ 

JCi + x 2 +X 3 =0 
x x + 2x 2 =0 


6-19. Discutir y hallar el conjunto solucion de 

x x + 2x 2 = - 5 
+ x 2 = - 5 
. 2xi + 3 x 2 = - 8 


6-20. Resolver por el metodo de Cramer el sistema del ejercicio 6-14. 1. 
6-21. Resolver el sistema homogeneo X 1 (A — I) — 0, donde X e R y 

1 I ' 

2 2 

A== J_ _2 

3 3 

6-22. Obtener cl conjunto solucion del sistema 

'3x,+2x 2 +x 4 =0 

x x +2x 2 + x 3 =1 
5*i + 6x 2 + 2a- 3 + a 4 = 2 

6-23. Determinar si existe X e R 3 * 3 tal que X A = B, siendo 



6-24. Discutir y hallar los conjuntos soluciones de los siguientes sistemas: 

1 . | xi — 2x 2 + x 3 — a 4 - a 5 = — 2 

| 2x t + x 2 -x 3 - x s = 4 

( 4a! - 3a 2 +* 3 - 2a 4 - 3a 5 = 1 


2 . 


x x + x 2 - 3x 3 = - 1 
2x t + x 2 - 2xr 3 = 1 

Xi + x 2 + x 3 = 3 

A i 4- 2x 2 — 3a 3 = 1 
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*1 +*2 - 3 x 3 


-x s =0 

X! - X 2 + X 3 

-x 4 

= 0 

2x 1 + 2 x 3 

-x 4 

— X5 = 0 

2xj 

-x 4 

-*5 =0 


6-25. En el caso de compatibilidad, obtener el conjunto solution del sistema 

X| + x 2 + 2x 3 = — 1 
2xi - x 2 + 2x 3 = ~ 4 
4^! + x 2 + 6x 3 - — 6 

en terminos de una solution particular y del espacio solution del sistema homogeneo 
asociado. 

6-26. Siendo 


A = 


-3 

4 

2 


0 -4 

1 4 

0 3 


obtener A tal que D(A - X I) - 0. Despues resolver el sistema (A - X I) X = 0 para cada 
valor de A. 


6-27 Determinar para que valores de k el siguiente sistema tiene soluciones distintas de la 
trivial: 


x + (&+l).y + z = 0 

' x+ j> + (fc+l)z = 0 

(A: + 1) x + y+ z = 0 

En cada caso, estudiar el espacio solution, e interpretar geometricamente. 
6-28. Determinar la inversa de M por el metodo del orlado, siendo 


M = 


6-29. Resolver el sistema X ? A - X*, siendo 


A = 


/ 0 1 


1 

1 

1 
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fr30. Obtener todas las soluciones de 

a x x + y + Ci z - 0 
a 2 x + b 2 y + c 2 z = 0 

sabiendo que 



Cl 

C'L 


4=- 0 


6-31. Discutir el siguiente sistema segun los valores de a: 

ax - y + 2z = 1 + a 

x + ay - z — — 1 
3* + y 4- z- a 

6-32. Estudiar el sistema 

2x - ay 3- z = -2a + 5 
« x + y - az = 1 
4x + y - 02 = a 

para los distintos valores de a 
6-33. Discutir la compatibilidad de 

axi + bx 2 4- x 3 =a + b 
bXi +ax 2 + 4- x 4 =a - b 

< 

x 2 +bx 3 +ax 4 =a + 1 
x ! +ax 3 + bx 4 -a - 1 


6-34. Determinar el sistema lineal cuyo espacio solucion 
admita la base 

{(3,-2,8) , (4,-11,7)[ 

6-35. Probar que el sistema 

I bx + ay - c 
cx + az = b 
cy 4- bz = a 

tiene solucion unica si abc 4= 0. Hallar la solucion. 
6-36. Resolver por el metodo de la raiz cuadrada 

{ - x x + x 2 + 2x 3 = 7 

x ! — 2x 3 = — 5 

2x j — 2x 2 + x 3 = 1 



Capftulo 7 


PRODUCTO INTERIOR EN ESPACIOS VECTORIALES 
GEOMETRIA VECTORIAL. 


7.1. INTRODUCTION 

En este capftulo introducimos, sobre la base de un producto interior, el concepto de 
mdtrica en un espacio vectorial real. Se estudian temas relativos a distancias, longitudes, 
ortogonalidad y angulos entre vectores. Se desarrolla el procedimiento de Gram^Schmidt 
para la construction de bases ortonormales en espacios de dimension finita. Despues de dar 
una idea del espacio afin R", se tratan algunos temas basicos de geometria: rectas, pianos, 
superficies y curvas elementales. 


7.2. ESPACIO VECTORIAL EUCLIDIANO 

Sea (V, +, R, .) un espacio vectorial sobre el cuerpo de los numeros reales. 

7.2.1. Producto interior 

El simbolo (x , y ) se lee: producto interior entre los vectores xey. 

Definicion 

Producto interior en V, es toda funcion 

<, > : V 2 -* R 

que satisface las condiciones de simetria, de linealidad respecto del primer argumento 
y de definida positiva: 

i )<x,y> = <y,x> cualesquiera que sean x e y en V. 

ii) <x + y,z>=(x,z> + <y,z> cualesquiera que sean x, y y z en V. 

iii) <ax,y) = a:<x,y) VxeV.V yeV.VaeR. 

iv) < x , x > > 0 VxeV 
(x,x>=0 ' J:i, x = 0 
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Todo producto interior en un espacio vectorial real asigna a cada par de vectores un unico 
escalar real. 

Espacio euclidiano es todo espacio vectorial real con producto interior. 

La adjuncion de un producto interior a un espacio vectorial permite establecer una 
metrica en 61, o sea, los conceptos de distancia entre pares de vectores, modulo de un vector, 
ortogonalidad y angulo entre dos vectores. Estas nociones no son intrinsecas al espacio 
vectorial, sino que dependen del producto interior que en el se considere. 0 sea, dos vectores 
de un espacio,ortogonales con un producto interior, pueden perder este caracter si se define 
otro producto interior. 

Ejemplo 7-1 

En (R", +, R, ■), la funcion 

<,): R” X R" R 

definida por 


(X , Y > = X* Y (1) 



f *l 1 


h>\ 

X- 

*2 

Y = 

' y 2 


x n , 


1 y n 


es un producto interior. Para probar esta affirmation verificamos los axiomas de la 
definition. 

i )<X,Y>=X* Y = (X* Y)* = Y*X = <Y,X> 

Por (1), por ser X f Y un escalar, por traspuesta de un producto y por (1). 

ii) <X + Y,Z> = (X + Y)'Z = (X'+Y*)Z=X‘Z+Y'Z = <X,Z> + <Y,Z> 

Por (1), traspuesta de la suma, distributividad y (1). 

iii) (a X , Y > = (c* X)' Y = a X' Y = a < X , Y > 

Por (1), traspuesta de un escalar por una matriz y (1). 

iv) < X , X > - X f X = 2 xj >0 

i=i 

Por (1), producto de matrices y suma de numeros reales no negativos. 

Ademas 

n 

< X , X > = 0 2 Jc?=0ox f = 0,V/^X = 0 

«=i 

La definicion (1) caracteriza un producto interior en R”, llamado tambien producto 
interior usual. Efectuando la operacion indicada en (1) es 
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<X,Y>=2 x t y t 

0 sea, el producto interior de dos n-uplas de numeros reales es igual a la suma de los 
productos de las componentes correspondientes. 

En el caso n = 2 esta definition se traduce en 

<X , Y> = *! y x + x 2 y 2 


Ejemplo 7-2. 


Consideremos (R 2 , +, R,.) y la matriz A = 




La funcion 


tal que 


(, >: R 2 X R 2 R 


<X,Y>=X*AY (1) 
es un producto interior. En efecto 

i ){X,Y) = X ( AY = (X* A Y)* =Y ! A ( X = Y ( AX = (Y,X> 

Por (1), por ser X ( AY un escalar, por traspuesta de un producto, por ser A 1 = A y por 


ii) (X + Y,Z> = (X + Y)* AZ= (X* + Y*) AZ=X*AZ + Y*AZ=(X,Z> + (Y,Z> 

iii) < a X , Y ) = (a X)' A Y = a X 1 A Y = a < X , Y > 

iv) <X,X> = X'A X = (x, _&.+&,)(*;) = 

= (pci - 2x 2 )x x + (— 2x x + 5 x 2 ).*2 ~ x\ — 4 x x x 2 + 5x\ = 

= x\ -4x x x 2 +4 x\ +x 2 = (x, ~lx 2 ) 2 +x\ >0 


Ademas 

(X ,X>=0«(j: 1 - 2* 2 ) 2 +x\ = 0<> 

— 2x 2 =0 a x 2 = 0 
^x x =x 2 = 0<>x = 0 

Ejemplo 7-3. 

Sea C [ -1 , 1 ] el conjunto de las funciones reales continuas definidas en el intervalo 
cerrado de extremos -1 y 1. 

El lector puede verificar, considerando el espacio vectorial 

(C [-1 ,1], + ,R,.) 
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que la fund on definida por 

<f,g> = /J f(x)g(*)<& 

caracteriza un producto interior en dicho espado. Para ello es sufidente probar que se 
cumplen los axiomas de la definition teniendo en cuenta propiedades elementales de la 
integral definida. 

7.2.2. Producto interior de dos combinaciones lineales 

Sea (V, +, R,.) un espado con producto interior, y sean las combinaciones lineales 

n m 

y = 2 ft Yj 

donde 

OiiJje K y x, ,y ; eV 

De acuerdo con los axiomas de la definidon, se tiene 

n m 

< x , y > = (.2 a, x f ,,2 ft y> = 

n tn n m 

= .2 < ft- y, > =2 a t - < x*, 2^ ft y, > = 

n m n m 

= ill % ft y/ • x < >= £ “v?! ft <y/ > x i>= 

n m 

= ^.2 Of ft <X,-, Yj > 

Hemos aplicado sucesivamente: ii), iii), i), ii), iii), propiedades de la sumatoria e i). 

En particular es 

<ax + y,ax + y> = a 2 <x,x> + a(x,y> + a:{y,x> + 

+ <y,y> = a 2 <x,x> + 2a<x,y> + <y,y> 


7.2.3. Propiedad 

En todo espacio con producto interior, el producto interior de cualquier vector y el 
vector nulo es cero. 

En efecto, por ser 0 neutro para la suma en R, por el axioma A 3 de espacio vectorial y 
por el axioma de linealidad del producto interior, se tiene 

0 + <0,x> = <0,x> = <0 + 0,x) = 

=<0,x>+<0,x> 

Por ley cancelativa en (R, +) resulta 


0 = < 0 , x > 
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Luego 

<x,0>=<0,x>=0 

7.2.4. Modulo o longitud de un vector 
Definition 

Modulo de un vector en un espacio con producto interior es la raiz cuadrada no 
negativa del producto interior de dicho vector por si mismo. 

El simbolo llx II se lee: modulo o longitud de x. 

De acuerdo con la definicion es 

II XII = \J (x ,x) 

En R 2 , con la definicion dada en el ejemplo 7-1 , si x = (3,4), entonces 

llx!l = V3” 2 "+4 2 =x/2 5 = 5 



A1 modulo de x se lo llama tambien norma de x. 

Se verifies que el cuadrado del modulo de todo vector es igual al producto interior de 
dicho vector consigo mismo, es decir 

II X II 2 = < X , X > 


Definition 

Distancia entre dos vectores x e y, en un espacio con producto interior, es el modulo 
de su diferencia. 


c/(x,y)= llx -yll 
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El lector puede comprobar que esta definicion satisface los axiomas de la funcion 

distancia. 

7 2 5- Modulo del producto entre un escalar y un vector 

En todo espacio con producto interior, el modulo del producto entre un escalar y un 
vector es igual al valor absoluto del escalar por el modulo del vector. 

(I a xll = lal II xll 


En efecto: 


0 sea 


axII 2 = (ax,ax> = a 2 <x,x> = 
= lal 2 II xll 2 = (I all! xll) 2 


II a xll 2 = (I al II xll) 2 

Y como las bases son no negativas resulta 

IIax 11= lal II xll 

El producto de un vector no nulo por el reciproco de su modulo, o lo que es lo mismo, el 
cociente entre un vector no nulo y su modulo, es un vector de modulo 1. 

X 

En efecto, sea x =£ 0. Considerando —— se verifica 

II xll 


X 


1 


1 

II xll 


II xll* 


II xll 


xll = 


1 

II xl 


XII = 1 


Six-(1, —1,\/2), entonces es, con el producto interior usual, 
y resulta 


x!l = Vl 2 +(-0 2 +(\/ 2) 2 =2 


1 1 \/2 
2 ’ * 2 ’ 2 


un vector de modulo 1, llainado vector unitario 


7.3. ORTOGONAUDAD 

Sea (V, +, R, .) un espacio vectorial con producto interior. 

Definicion 

Dos vectores son ortogonales si y solo si su producto interior es nulo. 

El simbolo x i y se lee: x es ortogonal a y. 

Entonces 

x ly <x , y > = 0 
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Ejemplo 7-4. 

I. En R 2 , con el producto interior usual, los vectores 

x = (—2,3) e y = (—3 , —2) 

son ortogonales, pues 

<x,y > = (-2) (—3) + 3 (—2) = 0 



2. Determinamos aeR para que los vectores 

x = (-3a,-4, 1) e y~{-a, a, \) 
sean ortogonales, con el producto interior habitual. 

De acuerdo con la condition de ortogonalidad, hay que determinar a de modo que 

<x , y > = 0 


O sea 


(-3 a) (-a) + (-4) a + 1.1=0 
3a 2 - 4a + 1 = 0 
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Las raices son: 


a'= 1 


y 


a” 


3 


Los pares de vectores de R 3 que satisfacen la condicion son 
x’ = (—3, —4,1) e y’ = (—1,1,1) 


y 

x" = (-l,-4,l) e y” = (-i 1) 


Ejemplo 7-5 

Demostramos el teorema de Pitagoras: si x e y son dos vectores ortogonales, entonces 

II x + y II 2 = llx li 2 + II y II 2 


En efecto: 



llx+yii 2 =<x+y,x+y> = <x,x> + (x,y> + 
+ (y , x ) + < y , y > = II x II 2 + 0 + 0 + I! y II 2 = 

= II x II 2 4- II y II 2 


Ejemplo 7-6. 


En el espacio vectorial de los polinomios reales de grado menor o igual que 2 y el 
polinomio nulo, donde el producto interior se define como en el ejemplo 7-3, los 
polinomios 



V 2 V2 



2 ' 


x dx = 


son ortogonales, pues 
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7.4. DESIGUALDAD DE SCHWARZ 

En todo espacio vectorial euclidiano, el valor absoluto del producto interior de dos 
vectores cualesquiera es menor o igual que el producto de los modulos de dichos vectores. 
Demostraremos que 

K x , y > I < II x II II y II 

cualesquiera que sean x e y en V, donde esta definido un producto interior. 

Se presentan dos situaciones: 

1. y = 0. 

En este caso, de acuerdo con 7.2.3., se verifica que 

< x , y > = 0 y II y II = 0 

Luego 


(<x,y> 1=11x11 II y II 

En consecuencia 


I<x ,y) I< IIxII lly 


2. y ^ 0. 

Cualesquiera que sean t y u en R, por el axioma iv) de la definicion de producto interior, 


<tx + u y, tx+u y)>0 
Desarrollando el primer miembro 

t 2 (x , x) + 2 t u {x , y) + u 2 < y , y > >0 


Haciendo 


t = (y,y) y w = -<x,y> 

se tiene 

(<y ,y>) 2 <x,x)-2<y,y>(<x,y>) 2 + ( < x , y > ) 2 <y , y > > 0 
Por definicion de modulo y reduccion de terminos 

Hy II 4 II x II 2 — II y || 2 ( (x , y > ) 2 > 0 
Dividiendo por II y II 2 , que es no nulo, resulta 

llyII 2 IIxII 2 -(<x,y>) 2 >0 

Teniendo en cuenta que el cuadrado de un numero real es igual al cuadrado de su valor 
absoluto, y trasponiendo terminos 

IIyII 2 IIxI! 2 > i<x , y >P 
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0 sea 

l<x ,y > I 2 <( llxll llyll) 2 
Y, como las bases son no negativas, resulta 

I<x ,y > I<11 xII llyll 


7.5. DESIGUALDAD TRIANGULAR 


En todo espacio con producto interior, el modulo de la suma de dos vectores cualesquiera 
es menor o igual quc la suma de sus moduios. 
probaremos que 

IIx + yll< llxll + llyll 

En efecto, por definition de modulo y de producto interior es 

|lx+yll 2 ~<x + y,x + y> = <x,x> + 2<x,y> + <y,y> (1) 

Teniendo en cuenta la desigualdad de Schwarz y propiedades del valor absoluto en R, se 
verifica 

- llxll llyll<(x,y>< llxll llyll 


Luego 


De (1) y (2) resulta 


0 sea 


En consecuencia 


2<x,y><2 llxll llyll (2) 
llx + yll 2 < llxll 2 +2 llxll llyll + llyll 2 
llx + yll a <( 11x11+ llyll) 2 
II x + yll < II xll + II yII 


7.6. ANGULO DE DOS VECTORES 

Sean x e y dos vectores no nulos en un espacio con producto interior. De la desigualdad 
de Schwarz 

l<x ,y > I< llxll llyll 

se deduce que 

— IIxll llyll<<x,yX IIxll llyll 

Dividiendo por el producto de los moduios de x e y, que es positivo, se tiene 

<x,y > 
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Definition 

Angulo de dos vectores no nulos x e y es el numero real i^que satisface: 

1 . 0 <ip<1T 


2. cos <p= 


<x,y> 
x II II y II 


De la relation 2. se deduce la siguiente expresion del producto interior en funcion del 
angulo de los vectores y de los modulos de estos: 

< x , y > = II x II II y II cos ip 


Ejemplo 7-7. 

Los vectores x e y forman un angulo de 60° y el modulo de x es 3. Determinamos el 
modulo de y para que y — x sea ortogonal a x. 



Hay que determinar II yll de modo que 


0 sea 

Luego 

En consecuencia 


y -- x 1 x 
<y - x ,x) = 0 
<y,x >-<x,x > = 0 


II y II II x II cos \p- II x II 2 = 0 
Por ley cancelativa del producto 


II yll cos tp= II xll 

Resulta 



De donde 


II y II -= 6 
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7.7. CONJUNTO ORTOGONAL DE VECTORES 


7.7.1. Definition 

(Jn conjunto de vectores \ Xi, x 2 ,..., x r } en un espacio con producto interior es 
ortogona! si y solo si dos vectores cualesquiera y distintos son ortogonales. 

{Xi, x 2 ,. .x r } es un conjunto ortogonal -o /#/=>< x x ; - > = 0 


7.7.2. Propiedad 

Todo conjunto ortogonal de vectores, al que no pertenece el vector nulo, es Jinealmente 
independiente. 

Sea f Xj, x 2l • • •» x r } un conjunto ortogonal tal que x f ^ 0 , V? = 1,2. r, y sea la 

combination lineal 

r 

2 (Xj X; = 0 

i=i 1 } 

Para cada i = 1, 2 ,..., r consideramos 

<^,2 (Xj xj, >= < 0 , X/ >= 0 


Entonces 


^ 2 (Xj < Xj, Xi > = 0 


Como i^j=*(Xj , Xj >= 0, la sumatoria se reduce a un unico termino que se obtiene si 
/ = i, o sea 

oci < Xi , x,- > = 0 

Siendo x f # 0 resulta < x,-, x ( ) # 0, y en consecuencia 

a, = 0 Vi = 1, 2, 


Luego 


x,,x 2 ,.. .,x r } es L.I. 


7.8. BASE ORTONORMAL 


7.8.1. Concepto 

Sea (V, +, R, .) un espacio con producto interior y sea A = { x,, x 2 ,..., x„ } una base 
del mismo. 

Definition 

Diremos que A es una base ortonormal si y solo si A es un conjunto ortogonal de 
vectores de modulo 1. 
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A es ortonormal A es ortogonal y II x, II = 1 , Vi - 1, 2, . . n 
Una base ortonormal es tal que 

/=£/'=>< x*, x ; > = 0 

i e I n => < xj, x,- > = 1 

En consecuencia, integrando estas dos expresiones en una sola, se tiene 
A es una base ortonormal o ( x<, Xj > = 5^- 


Ejemplo 7-8. 

• En R n , con el producto interior usual, la base canonica j ej,e 2 ,.. .,e„ } 
ortonormal. 


• En R 2 , con el mismo producto interior, la base formada por’ 




x 2 = 


1 

2 ’ 2 


es 


es ortonormal, pues 


<Xi , Xj > = <x 2 ,x 2 >= 1 
(x* ,x 2 > = 0 


7.8.2. Ortonormalizacion de una base 

Todo espacio euclidiano de dimension finita admite una base ortonormal. 

Nos proponemos obtener, a partir de una base cualquiera { x 2 , x 2 ,..., x„ I una base 
ortonormal. En efecto: 

1 Xl ^ 0 por ser un vector de la base dada. En consecuencia 

II x, II =£0 


El vector 



de acuerdo con 7.2.5., es unitario. 

2. Supongamos que ( y,,y 2 ,.. .,y h ) es un conjunto ortonormal. Se trata de obtener 
yfc + i tal que 

{yi.ya.** -*Yh+i\ 


sea ortonormal. 

Consideramos el vector 


k 

z k +i = x fe+i <x fe+ i »yi>y«- 
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Se verifica que i„ +1 es ortogonal a y ; , V/ - 1, 2,.. k. 

En efecto fc 

(z fe+ 1 ,yy > = <x ft+ i -.2 (xft + i >yi)y,-,y ; - >- 

k 

= <x k + 1 ,y } ) -.2 <x fe+1 ,y i Xy i ,y;> = 

k 

~(*k + i > y/) - < x fe + 1 , y« > = 


= <x ft +i ,yi>'<x ft + i ,y ; ->. 1-0 


Defmiendo 


^ + 1 = 


+ i 

11 2 ft +1 H 


Se deduce que 11 y fe + 1 «= 1 > y en consecuencia 

|yi ,y«,.--.yfc+i| 


es un conjunto ortonormal. t , 

Este proceso, ilamado de Gram-Schmidt, nos permite construir una base ortonormal a 

partir de una base dada. 


Ejemplo 7-9 

En (R 2 , +, R, •) se considera la base formada por 

x, =( 1 , 1 ) x 2 =(- 1 > 2 ) 

Construimos una base ortonormal siguiendo el procedimiento desarrollado en el 
teorema anterior. 


1. 


2. 


Xj ll = \/2 
Xl 


y, = 


Xl 


=_L {1 

s/2 1 ’ } l 2 2 


z 2 =x 2 -<x 2 ,yi>yi “ 

-,-,.2,- (- 4 * 4 ( 4.4 


= (- 1 , 2 )-' 




V2 y/f s/2_ \ 


3_ 3_ 
2 ’ 2 
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La base \ y 1 ,y 2 \ es ortonormal. 


Ejemplo 7-10 

" rr grado ° igual - 2 * 

k ’ ’ 5 ■' se aenne un producto interior mediante 


<p,q>=/_; pwqw* 


Gram-Schmidt/ *' ’ C ° nSlrUimos una bas <= °«onormal mediante el proeeso de 


1. 


2 . 


Ilx, IP = Hilled ,1 * 

=>imi=vr 
yi —J-s£L 

II Xj II V2 2 

Z2 =x 2 ~<x 2 ,y, >y t 

V2V 


~ 2 


Como < x 2 ,y, >=< x ,-Xi> = 
2 


r 4^,.^,, 

'-i 2 4 


= 0, 


resulta 

Ademas 


z 2 = x 


z 2 H 2 -(z 2 ,z 2 > = <x,x>= j'^x 2 dx = 

= T=i 

3 J-i 3 


Entonces 
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Luego 


3. 


z 2 v/3 
y., = —— = x 

llz 2 ti s/2 


* 3 = *3 -2 1 < x 3.y <>y<* 

=>Z 3 =x 3 -<x 3 , yi >yi -<x 3 ,y 2 >y 2 (l) 

<x 3 >y* rfjc 6 J-i 3 

(X3 ’ y2> J. lN /2 


x J = 0 


De (1) resulta 


Como 


z , , VI , V2 = ,3 _i 

3 3 2 3 


||z 3 II 2 =<Z3 > Z3>=| 1 j |x 2 ~yj 2 dx = 

= r 1 _lx 2 +-)<& =— - -x 3 +-xl * = 
? 9 5 9 9 Ji 


b 2 1 + 1 = 2 ... 2 = 2 L 

5 9 9 5 9 45 


resulta 


z 3 11 = 


_ 2V2 

3y/5~ 


Y en consecuencia 


ya “ 


- _ll_ _ 3 V5 
z 3 11 2 \/2~ 


x"-= 


1 I _3\Ao 


2 1 
x z - 


La base 


es ortononnal. 


s/2 s/3 3 VTO 

2 ’ s/2 X ’ 4 


2 1 

x* - 


7.9. COMPLEMENTO ORTOGONAL 
7.9.1. Complemento ortogonal de un subespacio 

Sea (V, +, R, .) un espacio con producto interior, y sea S un subespacio de V. 
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Definition 

Complement ortogonal del subespacio S de V, es el conjunto de los vectores de V qu e 
son ortogonales a todos los vectores de S. 

El si'mbolo S 1 se lee: complement ortogonal de S. 

S 1 = { xeV/xly,VyeSl 


Ejemplo 7-11 

En R 3 , con el producto interior ordinario, si 

S=((0,0,x 3 )/x 3 eR| 
entonces el complemento ortogonal de S es 

S 1 = { (x 1 ,^ 2 ,x 3 )eR 3 /x 3 = o) 



7.9.2. Propiedad 

El complemento ortogonal del subespacio S de (V, + , R,.) es un subespacio de V. 
Debemos probar que S 1 es un subconjunto no vacio de V, cerrado para la suma y para el 
producto por escalares, 

1. S 1 C V por definition de S 1 . 

2. y e S =* < 0 , y > = 0 0 e S 1 => S 1 

3. X6S 1 a yeS 1 ^(x,z) = 0A(y,z> = 0,VzeS=> 

=^<x,z> + <y, z> = 0,VzeS => 

^(x + y,z) = 0,VzeS => x + yeS i 
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4 ,aeRAxeS i= >aeRA <x,y) = 0,VyeS=> 

=>(ax,y> = 0,VyeS => axeS i 

Por consiguiente 

(S 1 , +, R,.) es un subespacio de V. 

9.7.3. Propiedad 

Si V es un espacio euclidiano de dimension finita y si S es un subespacio de dimension r, 
entonces ia dimension del complemento ortogonal de S es n-r. 

Se trata de probar que 

dim S + dim S 1 = dim V 

En efecto: 

Si S = (0 ) o S = V, la propiedad es obvia. Consideremos, pues, el caso en que S =£ {0 [ y 
S =£ V, y sea 

' x,,x 2) .. .,x r ) 

una base ortonormal de S. 

Entonces existen vectores x r+1 , x r+2 ,.. .,x„, tales que 

( X i , Xj ...x r , X r + i,..x„ I 

es una base ortonormal de V. 

Afirmamos que 

I X r+ i, Xr+2, • • x n } 

es una base ortonormal de S L . 

Para ello es suficiente probar que este conjunto es un sistema de generadores de S 1 . Sea 
entonces un vector cualquiera u e S 1 . 

n 

u e S 1 => u e V =» 3 ai, a 2 ,. .a M e R / u =.£ a t - x,- 

Como u es ortogonal a todos los vectores de S, considerando el producto interior entre 
u y x,-, /' = 1,2,..r, resulta 

n n 

0 = < U , X,- > “ 2^ (OCj Xj , X, > ctj 5 ij^OC i 

O sea 

n 

U =.S Of, X,- 
i=r+ 1 


Esto prueba que 


I x r+l » x r+2> • • -5 x n } 

es un sistema de generadores de S 1 . 
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Como estos vectores son 
S 1 , y se tiene 


ortogonales y de modulo 1, constituyen una base ortonormal de 
dim S 1 = n - r 


0 sea 

dim S 4- dim S 1 — dim V 

El lector puede comprobar, como consecuencia de esta propiedad, que V es la suma 
directa de S y de su complement ortogonal. 


7.10. PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE OTRO 


Sean x e y dos vectores 
escalar a, tal que 


de un espacio con producto interior, e y ± 0. Entonces existe un 
x-ayiy 


En efecto 

<x-«y,y) = 0^<x > y)-^<y.y> = 0 ^ 

(x, y) 

=>a= - 

<y >y> 



El vector 

- <x,y> - < x ^y> y 

“ y ( y ,y> y IIy" IIyII 


se 


llama proyeccion ortogonal de x sobre y. 

Identificaremos la proyeccion ortogonal de x sobre y con 


el numero real 


<x ,y> 

llyll 


y escribiremos 


<x ,y> 
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0 sea, la proyeccion de un vector x sobre un vector y es igual al producto interior de 
ambos, dividido por el modulo del vector sobre el cual se proyecta. 

En particular, si y es un vector de modulo 1, se tiene 

P y x = < x , y > 

por lo tanto, la proyeccion de un vector sobre un vector de modulo 1 es igual al producto 
interior de ambos. 


Ejemplo 7-12 

Comprobamos que las proyecciones de un vector de R 3 , con el producto interior 
usual, sobre los vectores de una base ortonormal, son las componentes de dicho vector 
respecto de la base. 



3 3 

A = L as e.- =>P PI A = (L as e,-, e. > = 

i=i e J i=i ' 

3 3 

= L a t < e ( , e y > = L a t by = aj 


7.11. ESPACIO AFIN R" 

7.11.1. Concepto 

Sea (R rt , 4-, R,.) el espacio real n-dimensional. 
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Para cada AeR" definimos una suma en R” y un producto de escalares por elementosde 
R n , mediante 

X®Y=X+Y~A 
a©X=tt(X-A) + A 

Estas definiciones hacen de la cuatema (R", ®, R, ®) un espacio vectorial con origen A. 

El vector nulo de este espacio es A. 

La suma y el producto de este espacio pueden obtenerse “llevando” las flechas AX y AY 
al origen 0, operando en (R n , +, R, .), y desplazando el resultado al origen A. En R 2 esta 
situation queda indicada por las figuras siguientes: 




Definition 

Espacio aftn R n es el conjunto de iodas las n-uplas de numeros reales, y una estructura 
de espacio vectorial para cada AeR' 2 , con las operaciones defmidas. 


7.11.2. Vectores fijos 

Consideremos V = R",XeR" e YeR". El par de puntos (X, Y) se llama vector fijo de 
origen X y extremo Y. Se lo denota mediante XY. 

Sean los elementos de R”: 

a ~ (a j, .•.x = (xi,xj,. . ^ (y i> y• • •> yn) 
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Entonces la suina de X e Y, en el espacio de origen A, es 

X ® Y = AX + AY = X + Y — A 

Siendo 

X +Y - A = (xi +yi -a u x 2 +y 2 - • • ..*n +y n - M 

Si a e R, entonces 

u0X = a AX = ft(X -A) +A = «X - (a - 1)A 

donde 

a A- (a- 1) A = (a*i - (« - V)a y ,. . .,otx n - (a- l)« n ) 

7 , 1 1.3. Espacio de los vectores libres 

Consideremos el espacio afi'n R", es decir, el conjunto de todas las n-uptas de numeros 
reales y las estmcturas de espacios de los vectores aplicados en cada punto de R”. 

En el espacio afin R" definimos la siguiente relacion de equivalencia: 

AX~ BY AY = X © B = A"X ® AB 

Escribiremos 

A X ® A~B = A X + A B 



Cada clase de equivalencia se llama un vector libre , y el conjunto cociente esel conjunto 
de los vectores libres de R". 

Un vector X e R” se denota: 

A~X si se lo considera como vector del espacio de origen A. 

O Xsi pertenece al espacio de origen 0. 

En el ultimo caso se escribe directamente X. 

Para operar en el espacio de los vectores libres se considera como conjunto de indices una 
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estmotura de espacio vector.al fija. con origen 0. Entoncesel vector fijo XYe.equivalente aj 
vector Y - X, con ongen 0, y se escribe quivaieme ai 


X Y = Y — X 
Y- X 



por 


ax-bY I _ 

aj?’~bV’I "A>T + ax-~by + bV' 

A X — B Y a a t R => a A X ~ a B Y 

En consecuencia existen en el conjunto cociente, de ios vectores libres, dos leves de 
composicion inducidas que lo caracterizan como espacio vectorial. 

Resulta asi el espacio vectorial de los vectores libres de R" 


7.12. ECUACIONES VECTORIAL Y CARTESIANAS DE LA RECTA 

qUe SigUe n ° S referiremos a vectores libres del espacio euclidiano tridimensional 
de.aremos una estructura de espacio vectorial, con origen en 0, y la base ortonormal 

1 = 0,0. 0) J = (0,1,0) K = (0,0,1) 

Los subespacios correspondientes a Ios ejes coordenados seran denotados por * y z . 

^ ea A un vector no nulo de componentes l, my n, es decir 

A = /l+wJ-fnK 

fp«’; ;L u e n rdtl c ri enadas ( *°' ^ “ «<* - - ta q „ e Pasa 


por 
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El vector 6 P 0 , de origen 0, sera denotado por P 0 . Sea X un punto generico de la recta, de 
coordenadas (*, y, z). 

Se verifica que 

x = p 0 +ivx 

Y como P 0 X es equivalente a t A, para algun / e R, resulta 

X = P 0 + tA (1) 

Para cada t eR se tiene un punto perteneciente a la recta. La igualdad (1) es la ecuacion 
vectorial parametrica de la recta que pasa por P 0 y es paralela al vector A. La variable X 
depende de t , que es el parametro. 

Expresando (1) en terminos de coordenadas es 

(x, y, z) = (x 0 , y o» Zo) + * Q> m, n) 

Efectuando el producto por r, sumando e igualando las componentes, resulta 


( 2 ) 


x~x 0 + It 
y=y o + 

Z =Z 0 + nt 


Las ecuaciones (2) reciben el nombre de ecuaciones cartesianas parametricas de la recta. 
Las componentes l, m y n del vector A suelen llamarse coeficientes directores de la recta. 
Si son distintos de cero, eliininando t , se obtiene 


* -*o = .v -yp - 2 - z o 

/ m n 

Las ecuaciones (3) reciben el nombre de ecuaciones cartesianas de la recta. 

Considerando la recta en un piano, la forma de la ecuacion vectorial no se modifica, pero 
las ecuaciones cartesianas quedan simplificadas, ya que la tercera componente no figura. 
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Ejemplo 7-13 

Determinamos las ecuaciones vectorial y cartesianas de la recta que pasa por 
p 0 (_i, 0, 2) y es paralela al vector A, siendo A = 3I — J + 2K. 

La ecuacion vectorial es 

X = P 0 + f A 

0 sea 

x l+y J + z K = -1 + 2 K + t (3 l - J + 2 K) 

Efectuando las operaciones 

x I +y J + z K = (-1 + 3 0 1 - / J + (2 + 2 0 K 
Igualando componentes 

x = -l +3 t 
< y = 't 
z~2 + 2 t 

Las relaciones anteriores constituyen el sistema de ecuaciones cartesianas parametiicas 
de la recta, y eliminando el parametro t resulta 

x + 1 _ y _ z-2 
3-12 

Observamos que los sustraendos de los numeradores son las coordenadas del punto 
dado, y los denominadores son las componentes del vector A. 

Ejemplo 7-14 

Obtenemos las ecuaciones cartesianas de la recta r que pasa por P 0 (1,2,3) y es 
paralela al vector A = 2 I + K. 


Como 

X = P 0 + t A 

se tiene 

xI+yJ+zK = I + 2J + 3K + t(2I + K) 

0 sea 

| x = 1 + 2 t 


y = 2 


l z = 3 + t 


Eliminando el parametro entre la primera y la tercera ecuacion, resulta 

x - 1 z — 3 
« 2 1 
.E = 2 
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Efectuando operaciones en la primera de estas ecuaciones se tiene 

l x - 2z = -5 

i .V = 2 

Este es el sistema de ecuaciones cartesianas no param6tricas de la recta, y se interpreta 
de la siguiente manera: r es la intersection de los pianos cuyas ecuaciones son 
x _ 2z = -5 (paralelo al eje y) ey = 2 (paralelo al piano xz, por el punto (0, 2, 0)). 



7.13. ECUACION NORMAL VECTORIAL DEL PLANO 

Consideremos un vector unitaiio N = «il + n 2 J + n 3 K 
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Sus proyecciones sobre los ejes son 

n x =<N, I) = II Nil IIIII cosa= 1 . 1 cos a = cos a 

Analogamente 

n 2 = cos 0 « 3 = cos y 

Los numeros cos a, cos 0, cos 7 se llaman cosenos directores del vector N, y se identifican 
con sus coordenadas, 0 sea 

N = cos a I + cos ($ J + cos 7 K 

Como ei modulo de N es 1, se verifica que 

cos 2 a + cos 2 /3 + cos 2 7 = 1 

Esta propiedad es valida para todo vector del espacio. Es decir, la suma de los cuadrados 
de los cosenos directores de un vector es igual a 1 . 

Dados un vector unitario N y un numero p e R, estamos interesados en determinar la 
ecuacion del piano perpendicular a la direccion de N y tal que la distancia del origen al piano 
sea p. 

El vector N y el numero p se llaman parametros normales del piano. 



Sea 7 T el piano en cuestion. Cualquiera que sea X e n se verifica que 


Es decir 


Pn *=P (1) 


<X,N>-p=0 

Para denotar el producto interior o escalar (X , N > escribiremos X . N. 
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Entonces 

X . N — p = 0 (2) 

Tanto (1) como (2) son la ecuacion nonnal vectorial del piano. 

En terminos de coordenadas se tiene 

(x l+y J + z K) (cos a I + cos 0 J + cos 7 K - p) = 0 

Efectuando el producto interior resulta 

x cos a + y cos (3 + z cos 7 - p = 0 (3) 

La relacion (3) recibe el nombre de ecuacion normal cartesiana del piano. Los coeficientes 
de las variables son los cosenos directores del vector normal al piano, y el termino 
independiente cambiado de signo es la distancia del origen al piano. 

Multiplicando la ecuacion (3) por ki= 0, resulta 

ax + by + cz + d- 0 

Esta relacion recibe el nombre de ecuacion general del piano. 

Dcsarrollamos a continuacion el metodo que nos peimite pasar de la ecuacion general del 
piano a la ecuacion normal cartesiana. 

Sea el piano 7 r de ecuacion 

ax + by + cz + d = 0 (4) 

El piano 77 admitc la ecuacion normal 

x cos a +y cos/3 + z cosy — p = 0 (3) 

cuyos coeficientes hay que determinar. 

Como ambas ecuaciones corresponden al mismo piano, para algun k e R se verifica que 


(5) 


a = k cos a 
b = k cos P 
c = k cos 7 
d = k(-p ) 


Sea d =£ 0; como p es positivo, -p es negativo y, en consecuencia, el signo de k es distinto 
del de d. 

Elevando al cuadrado las tres primeras relaciones y sumandolas, sc tiene 
a 2 + b 2 + c 2 = k 2 (cos 2 a + cos 2 & + cos 2 7 ) 

O sea 

k 2 = a 2 + b 2 + c 2 

En consecuencia 


k = ± V a 2 +b 2 + c 2 
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donde el signo de k, por lo observado anteriormente, debe tomarse distinto del de d. 
De (5) resulta 

a a b c d 

cos a = — ’ cos p = — ’ cos y — — » -p - — 

k k k k 


Sustituyendo en (3), la ecuacion normal vectorial es 

ax + by + cz +d 

±\Ja 2 +b 2 + c 2 


Luego, para trasfonnar la ecuacion general del piano a la forma normal, se divide el 
primer miembro de aquella por la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los 
coeficientes de las variables, la que se toma con signo distinto al del termino independiente. 


Ejemplo 7-16 

Determinamos la ecuacion normal cartesiana del piano cuya ecuacion general es 

x-y+z- 1 = 0 

De acuerdo con la formula de pasaje, la ecuacion normal cartesiana es 


0 sea 


x-y + z - 1 

Vl 2 + (- l ) 2 + l 2 


= 0 


x - y + z - 1 
s/T 



0 bien 


V3. 


Los tres cosenos directores son ——. - 

vr 3 


y/3 \/3 

—-y + — z 
3 3 

V3 y/T yj 


^ = 0 
3 

, y la distancia del origen al piano es 


Observamos que el vector cuyas componentes son los coeficientes de las variables de la 
ecuacion general del piano es normal al mismo, ya que se deduce del vector normal 
unitario multiplicandolo por k. 


Ejemplo 7-17 

Obtenemos la ecuacion del piano que pasa por P 0 (1,2,2), sabiendo que es 
perpendicular al vector A = 3 I + J + K. 
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Cualquiera que sea X perteneciente al piano pedido es 


En consecuencia 


P 0 X i A 


P n X. A = 0 


es la ecuacion vectorial del piano. 

En terminos de coordenadas se tiene 

P^X = (x - 1) I + O' - 2) J + (z - 2) K 


Efectuando el producto interior 

3(*-l) + 0 —2) + (z— 2) - 0 

0 sea 

3x+y +2-7=0 


Ejemplo 7-18 

Determinamos la distancia entre el piano de ecuacion 

2x -y - 2z + 3 = 0 

y el punto P 0 (l, 2, 3) 

Sea 7 T el piano cuya ecuacion normal es 

P N X-/? = 0 


y sea P 0 (.Xo, y o, Zo) un punto dado. 
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La distancia entre el piano 7Ty el punto P 0 es 

d = ,p n p o ~p\ 

0 sea, la distancia entre un piano y m punto es el valor absolute del primer miembrn 

p,ano ' cuando se —*— 

Determ inamos primero la ecuacion normal del piano dado 

2x-y-2z +3 

wrT(-iy ~° 

0 sea 


i x+ r + r - i=o 


Sustituyendo*. y, z por las coordenadas de P n 


es 


d= “?- 1 + r 2t - 3 - 1 


= 1 


Ejemplo 7-19 

Dados los puntos A(-l 3 2) v RI-I i r\ ,i„, 

Plano perpendicular a la recta AB, sabiendo que ^ ° rigen a 

del segniento AB. ^ 0 p ano pasa P or ei punto medic 

Las coordenadas del punto medio de un seemento son i flG 

coordenadas de los extremes de dicho segmento SemiSUmaS de las 

En efecto: 
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Restando 

Entonces 

0 sea 


M ~ B = A - M pues AM y MB son equivalentes 


2M = A + B 


M =—(A + B) 

2 


En nuestro case, las coordenadas de M son (-1, 2, 1), y un vector normal al piano es 

A~B = B- A = -2J-2K 
La ecuacion vectorial del piano es 

MX. AB = 0 

Donde 


MX = (x + 1)I+0-2)J+(z-1)K 

Efectuando el producto 


0 . (x + 1) - 2 (y - 2) - 2 (z — 1) = 0 
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O sea 


2y + 2 z — 6 = 0 

es la ecuacion del piano pedido. Este piano es ortogonal al vector —2J - 2K, es decir, 
al piano yz ; en consecuencia, es paralelo al eje x. 

Observamos que si el coeficiente de una variable de la ecuacion de un piano es cero, 
entonccs diclio piano es paralelo al eje correspondiente a esa variable. 

La ecuacion normal del piano hallado es 


2 y + 2 z - 6 
2 s/2 

O sea 


2 2 


z — 


3 s/2 
2 


= 0 


Y la distancia pedida es 


d = 


vl 0 + ^21 0_Ly5T = 3^ 
2 2 2 2 


7.14. CURVAS EN EL ESPACIO 
Sea I un intervalo real. Toda funcion 

X : I -> R 3 

se llama curva parametrica en el espacio. 

Cualquiera que sea /el,X(f) es un vector cuyas coordenadas dependen de t. O sea, 
existen funciones x, y,z de I en R, tales que 

X(0= 



X 
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La ecuacion vectorial parametrica de la curva C es 

X=x(0I+^(f)J+2(0K 

Las ecuaciones cartesianas parametricas de C son 

x=x(t) 

- y=y( 0 

z = z (0 

La curva cuya ecuacion parametrica es 

X ( t ) = cos 1 1 + sen t J + K 
es tal que sus ecuaciones cartesianas parametricas son 

x = cos t 
y - sen t 
z = 1 


cualquiera que sea t e R. 

Elevando al cuadrado las dos primeras y sumando eliminamos el parametro 


C 


x 2 +y 2 = 1 
z = 1 


La representacion de C esta caracterizada por la interseccion de dos superficies: la 
superficie cilindrica cuya directriz es la circunferencia de radio 1 centrada en el origen e 
incluida en el piano horizontal y cuyas generatrices son paralelas al eje z, y el piano de 
ecuacion z = 1. 

Se trata de la circunferencia indicada en el grafico siguiente: 
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La representation de una curva como intersection de dos superficies se llama implicita, y 
en general se denota mediante 

F (x , y , z) - 0 
C 

G(x ,y, z) = 0 



G(x,y,z) = 0 


Donde el sistema anterior es tal que se cumplen las condiciones de regularidad dadas por 
el teorema de Cauchy Dini, relativo a la existencia de funciones definidas por sistemas de 
ecuaciones. 

Ejemplo 7-20 

Deducimos la ecuacion vectorial de la helice circular, definida como la trayectoria de 
un punto que gira alrededor de un eje y ademas se traslada paralelainente a el, siendo 
ambos movimientos uniformes. 
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Suponemos que en el instante t = 0 el punto movil esta en A (a, 0, 0), y que al cabo del 
tiempo t esta en X (x , y , z). 

Se verifica que 

w t y z = v t 

Siendo w la velocidad angular del movimiento circular uniforme, y v la velocidad (en 
modulo) del movimiento rectilineo y uniforme. 

Las ecuaciones parametricas en coordenadas cilmdricas de la helice circular son 


P~a 
i p= w t 
Z = V t 

Se tiene asi el sistema de ecuaciones horarias de la curva. 
Haciendo 

if=W t-u 


Resulta 


z = v tw t = b u 
w 

Las ecuaciones cartesianas parametricas son 


x~a cos u 
y ~ a sen u 
z ~bu 


La ecuacion vectorial parametrica de la helice es 

X = a cos u I + b sen u J + b u K 


7.15. SUPERFICIE CILINDRICA 

Sean: una curva C y una direccion del espacio caracterizada por un vector no nulo 
A = /I+mJ+«K. 

Definition 

Superficie cilmdrica de directriz C y direccion A, es el conjunto de puntos de las 
paralelas a A, que pasan por todos los puntos de C. 




Las paralelas a A se Hainan generatrices 
La ecuacion vectorial es, entonces 

X = ft-f \A 

Ejemplo 7-21 

Determiiiamos la ecuacidn de la superficie cilmdrica de directriz 

f x = cos t 
y = sen t 
2=0 

y cuyas generatrices son paralelas 
L A1 eje 2 , o sea, al vector A = K. 

X = ft 4- X a (l) 

Como ft (cos t, sen t, 0), de (1) resulta 

at I +y J + z K = cos 1 1 + sen / J + \ K 


Luego 


x = cos t 
y = sen t 
2 = X 
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es el sistema de ecuaciones parainetricas de la superficie, siendo t y Xlos parametros. 
De las dos primeras ecuaciones resulta 

x 2 + y 2 = 1 

siendo z cualquier numero real. 

2. A1 vector A = I + J + K 
De (1) 

xI+j'J+zK = cosfI+sen/J+\(I + J + K) 

Luego 

' x = A + cos t 
< y — A 4- sen t 
z = A 

Eliminamos los parametros 

x - z = cos t 
y - z = sen t 

Y resulta 

(x - z) 2 + {y - zf - 1 

7.16. SUPERFICIE CONICA 


Consideremos una curva C, llamada directriz, y un punto V no perteneciente a C, llamado 
vertice. 

Definition 

Superficie conica de directriz C y vertice V es el conjunto de puntos de las rectas 
determinadas por V y todos los puntos de la directriz. 
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Las rect&s consideradas se daman generatrices. 

Sea X un punto generico de la superficie conica; X pertenece a una generatriz, la c 

cgrta a la directriz en un punto 

Entonces la ecuacion vectorial de la superficie conica es 

x=v+xvn 


0 bien 


X = £2+AV£2 


Ejemplo 7-22 

Obtenemos la ecuacion de la superficie conica de directriz 

x 2 +y 2 -1=0 

c 

y vertice V (0,0, 0) 


Como 



Vft=(a-O)I+(0-O)J = aI+0J 


y 


X = V + \V£2, 


resulta 


xI+;pJ + zK=\(a:I+0J + K) 
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Luego 


De donde 


x = Xa 
^ = X<3 
z - X 



Sustituyendo en(l) 


x 2 +y 2 - z 2 = 0 , 


se obtiene la ecuacion cartesiana imph'cita de lasuperficie conica. 


7.17. PROYECCION DE UNA CURVA SOBRE UN PLANO COORDENADO 

En el calculo de integrales multiples suelen utilizarse a menudo las ecuaciones de la 
proyeccion de una curva sobre uno de los pianos coordenados. 



Sea la curva C, definida por el sistema de ecuaciones 

F (x , z) = 0 (1) 
G(jc,j;,z) = 0 (2) 
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La superficie ciltndrica de generatrices paralelas al eje zyde dlrectriz C, se Hama citing 
proyectante de Csobre el piano horizontal. Su ecuacion es del ttpo 

f(x,y) = 0 

y cmnd™ proyectante con e, piano de ecuacion * = 0. es la proyecci« 

de C sobre el piano horizontal. 

O sea- 

f(x,y) = 0 


C’ = P Z=0 C 


2 = 0 


, j„ or ,Ur(» pi nlano v z hay Que eliminar x entre (1) y (2)j 

Para obtener la proyeccion de C sobre el piano nay 4 

cortar el cilindro proyectante con el piano de ecuacion x 0. 

Ejemplo 7-23 

Determinamos las ptoyecciones, sobre los pianos x y y tc z, de la curva 

(x 2 +y 2 +z s = 1 (0 

C 1 x 2 +y 2 =z ( 2 ) 

x 2 +/ + (x 2 +y 2 ) 2 = 1 
p 2 +p 4 = l 

p 4 + p 2 - 1 = 0 


1. Eliminamos z entre (1) y (2) 
Pasando a coordenadas polares 
Entonces 

Resolviendo respecto de p 2 

La unica solution es 

0 sea 


p 2 = 


- 1 ±V5 


H 2 


x 2 +y* = 


2 _vt_l 
2 


La proyeccion 


sobre el piano horizontal es la circunferencia de ecuaciones. 


x 2 +y 2 = 


y/5- 1 


z = 0 



PROYECCION 


255 


Su radio es 


r = 


_ A/5- 1 


2 Si proyectamos sobre el piano y z, se eliminax entre (1) y (2) restandolas 

z 2 = 1 -z 


Se obtiene 


z 2 + z — 1 = 0 


0 sea 


-\±s/5 
z- 


Y comoz >0, se tiene 


Resulta 


2 




2 

^ =0 


Ejemplo 7-24 

Obtenemos la proyeccion de C sobre los pianos xyyxz, siendo 

I x 2 +y 2 +z 2 = 1 (1) 

C 1 x 2 +y 2 -x =0 (2) 

1. La ecuacion del cilindro proyectante de C sobre el piano horizontal es 

x 2 +y 2 - x-0 (2) 

ya que z no figura. 

Luego 

x 2 +y 2 - x = 0 
z = 0 

—, 0 ) del piano horizontal. 

2 / 


es la circunferencia de radio —y centro 

2 



2. Restando (1) y (2) 


z 2 +x= 1 
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Luego 

(z 2 =-x + 1 

p y =oC _ n 

| y~ Q 

es la parabola de vertice (1, 0) y eje ~ x del piano x z. 



TRABAJO PRACTICO VII 


7-25. Sea A = | ^ | • Verificar que la funcion <,): R 2 X R 2 R definida por < X , Y > = 


X ! A Y no es un producto interior en (R 2 , +, R, .). 


7-26. Considerar la misma cuestion siendo A - 

7-27. En (V, +, R, •) se sabe que v es ortogonal av h v 2 y v 3 . Demostrar que v es ortogonal 
al subespacio generado por ellos. 

7-28. En un espacio con producto interior el angulo de los vectores y y z es a. Sabiendo que 
y = x + z, demostrar que 

II xll 2 = II yll 2 + II zll 2 - 2 II y II. II zll cos a 



7-29. Demostrar 

I < x , y > I = II xll II y II * x e y son L.D. 

7-30. En R M se considera el producto interior definido por 

< X , Y > = X* Y 

Demostrar 

<2x,y t ? <(Zxr)(Z 1 >tl 

7-31. En un espacio euclidiano n-dimensional los vectores vi,v 2 ,...,v n son tales que 
(v f , Vj >= Demostrar que tales vectores forman una base. 

7-32. En un espacio euclidiano se considera la funcion 

d : V 2 -»■ R 

definida por d (x , y) = II x - y II. Demostrar que (V, d ) es un espacio metrico. 

7-33. Sea (V, +, R, .) un espacio vectorial con producto interior, y sea y e V. Demostrar que 
la funcion 


/: V -»■ R 
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definida por 


/(x) = < x , y > 


es una forma lineal. 

7-34. Sea ( ,) un producto interior en (V, +, R,.), y sea/: V -> V una T. L. Demostrar que 

y: V 2 -► R 

tal que tp(x , y) = </(x), /(y)> es un producto interior en V, si / es 1 - 1. 

7-35. Sea (V, +, R,.) un espacio euclidiano. Demostrar que la funcion 

N : V^R 

definida por 

N (x) = < x , x >, 

: 

verifica: 

1. N(ax) = a 2 N (x) 

2. N (x + y) - N (x) - N (y) = 2 < x , y > 

3. —N (x + y) ——N (x -y) = <x ,y > 

4 4 

7-36. Demostrar que en todo espacio euclidiano las diagonals de un rombo son 
perpendiculares. 

7-37. Sea (V, +, R,.) un espacio vectorial con producto interior. 

Demostrar 

1. !lx-yll> | llxll- llyll| 

2. llxll 2 + IIyII 2 = IIx + yll 2 =>xly 

3. IIx~yl> llxll - IIyH 

4. x 1 y II x + a y II > II xll, V a e R 


7-38. Sean: V un espacio vectorial euclidiano y A C V. Por definicion, x e V es ortogonal a A 
si y solo si 

y e A => x 1 y 

Demostrar que si x es ortogonal a A, entonces x es ortogonal a A. 

7-39. Demostrar que si V es un espacio euclidiano n-dimensional y S es un subespacio de 
dimension m, tal que m<n, entonces existe un vector xeV y x/S tal que x es 
ortogonal a S. 

7-40. Sean V y S como en el ejercicio anterior. Demostrar que existe un unico subespacio T 
tal que 

l.xeT=>x!S 
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2. dim T = n - m 

3. V = S ®T 

j 4 l Bn (R 3 , +, R» •) se considera el producto interior habitual. 

1. Obtener un vector unitario ortogonal a 

V! =(1, —1,3) y v 2 =(2,4,3) 

2. Obtener dos vectores unitarios ortogonales entre si y ortogonales a 

v= (1, —1,3) 

3. Sea la base 

[v]= I (1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)| 

Construir una base ortononnal a partir de [v] mediante el proceso de Gram Schmidt 
742. Sea {, v 2 ,..., v n } un conjunto ortogonal en (V, +, R ,.) y sea 

n 

V = 2 fl. Vj 
i=l 


Demostrar que 


<*t 


_ <V,Vi> 
" II Vi IP 


743. Sean (V, +, R, .) un espacio euclidiano y { v lf v 2 ,. .v n } una base de V tal que 

n 

xeVA y e V=><x ,y >= 
n n 

dondex= 2 x, v f y y = J? 7f v i 

i—1 l" 1 

Demostrar que la base { v,, v 2 .v„ } es ortononnal. 

744. Sean: V un espacio euclidiano y A C V. Si O(A) denota el conjunto de todos los 
vectores ortogonales a A, entonces 

ft (tt(A)) = A 

745. Demostrar que si {v t , v 2 , . . v„ } es una base ortonormal de (V, +, R, .), entonces 

n 

<*,y >s= , 2 x ^1 


746. En (V, + , C,.), la funcion 


<,>: V 2 -*C 

es un producto interior o hermitiano si y solo si 


i) (x,y> = <y ,x> 

ii) <x+y,z> = <x,y)+<x,z> 
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iii) <ax,y> = a(x,y> 

iv) < x , x > > 0 

(x ,x>=0<»-x = 0 j 

Un espacio vectorial sobre C, con producto interior, se llama unitario. 

Definiendo 

IIxII = \/(x , x>, 

demostrar que 

l<x,y> l< IIxII IIyII 

7-47. SeanPiO.-l, l)yP 2 (-l, 1,0). Obtener: 

1. Las ecuaciones vectorial y cartesiana del piano perpendicular a la recta P t P 2 en Pj, 

2. Las ecuaciones vectorial y cartesianas de la recta perpendicular al piano anterior, 
sabiendo que dicha recta pasa por P o (0, 2, -3). 

7-48. Detenninar el conjunto de los puntos del espacio que equidistan del piano 

x +y=l 

y del punto F (2, 2, 1). 

7-49. Obtener las ecuaciones vectorial y cartesiana del piano paralelo al piano 

ax +y - a- 0 

que pasa por P 0 (tf, a, 3). 

7-50. Hallar la distancia entre el piano que contienc a las rectas 

x -y -z 
x - 1 =y + 2 = z 

y el punto P 0 (—1, 0, 1). 

7-51. Obtener las ecuaciones de la recta determinada por los pianos 

2x-y + z — 2=0 

y 

x + 2y-z + 1=0 

7-52. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el origen y es paralela a la intersection de 
los pianos 

2x +y - z- 0 

y 

x — 2 y + z = 5 

7-53. Obtener la ecuacion de la superficie cilindrica de directriz 
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y cuyas generatrices son paralelas al vector A = I + J + K. 

7-54. Determinar la ecuacion de la superficie conica cuya directriz es la curva del ejercicio 
7-53, y cuyo vertice es V (0, -1, 1). 

7-55. Obtener las proyecciones de la curva 

J x 2 +y 2 -z 2 =0 
C \x 2 +y 2 +z 2 ~ 1 = 0 


sobre los ties pianos coordenados. 

7-56. Por cada punto de la recta 

| x + z~2 

I y = 0 

Se considera la perpendicular a la recta 


e 


y= 2 

x = 0 


Obtener la ecuacion del conjunto de puntos de tales perpendiculares. 

7-57. Hallar las ecuaciones vectorial y cartesiana del helicoide recto, que se define como el 
conjunto de puntos de las rectas que pasan por todos los puntos de una heliee circular 
y que son perpendiculares al eje de esta. 


7-58. Sea (V, +, C, .) un espacio unitario, y sea { v,, v 2> .. v„ } una base ortonormal del 
mismo. 

Demostrar que 

<X,Y>=X‘Y 

siendo X = £ x t v* y Y — S y t v { 

i-i i =1 

7-59. Sea P e R" x " una matriz ortogonal. Demostrar que las I me as dc P constituyen una base 
ortonormal de R”, considerando el produclo interior habitual. 


7-60. Sea P e R" x " U na matriz ortogonal tal que p n j = ^=~> Vy = 2, 


n. Demostrar que 


i <j *» £ Pa = 0 


7-61. Sea dim K V =n> 1 y sea <,) un producto interior en V. 

Demostrar que si /eV*, entonces existe un unico vector xeV, tal que /(y) = 
- <x ,y >, Vy e V. 
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7-62. Sean: un espacio unitario V de dimension finita y [v]= { Vi,v 2) . . v„ J una base 
ortonormal del mismo. 

Demostrar que 

n 

xe V =>x=.£ <x , v s > Vj 



Capitulo 8 


VALORES Y VECTORES PROPIOS. 

DIAGONALIZACION 


8.1. INTRODUCCION 

Desarrollamos en este capitulo los conceptos de valores y vectores propios de un 
endomorfismo en un espacio vectorial y de la matriz asociada en el caso de dimension finita. 
Demostramos las propiedades fundamentales de los mismos y su determination a partir del 
polinomio caracteri'stico. Encaramos despues el problema de la diagonalizacion de 
trasformaciones lineales y matrices, asi como tambien el de la triangulacion. Por ultimo, 
demostramos el teorema de Hamilton-Cayley. 

8.2. VALORES Y VECTORES PROPIOS 


8.2.1. Concepto 

Consideremos un espacio vectorial (V, +, K,.) y un endomorfismo 

/: V -*■ V 


Definition 

El escalar XeK es un valor propio de / si y solo si existe un vector no nulo x e V, tal 
que f (x) = X x. 

Todo vector no nulo que satisfaga la condition anterior se llama vector propio de f 
asociado al valor propio X. 

En consecuencia, un vector propio de un endomorfismo es un vector no nulo cuya imagen 
es un multiplo escalar del mismo. 

Las expresiones “valor propio”, “valor caracteri'stico” y “autovalor” son sinonimas. 
Tambien lo son “vector propio”, “vector caracteri'stico” y “autovector”. 


Ejemplo 8-1 

Considerando (R 2 , +, R,.) y la trasformacion lineal 

/: R 2 -> R 2 
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definida por 

/(* i ,x 2 ) = (2x 1> 2x 1 -%c 2 ) , 

el escalar X = 2 es un valor propio de / ya que el vector no nulo (2, 1) es tal que 

/(2, 1)=(4, 2) = 2 (2,1) 

(2, 1) es un vector propio asociado al valor propio 2. 

8.2.2. Propiedad 

Si X es un valor propio de una trasformacion lineal /: V ^ V, y si S\ es el conjunto de l 0s 
vectores propios asociados a A, entonces S x = S\ U {0 | es un subespacio de V. 

En efecto: 

1.0eS x =>S 

2. C V por definition de S x . 

3. Sean x e y pertenecientes a S x . 

Si x = 0 v y = 0, entonces x + y e S x . 

Supongamos que x =£ 0 e y 0 

x^O a y #0=>x eS\ a y eS\ => 

=>/(x) = Ax a/( y) = Xy =>f(x) +/(y) = Xx + Xy => 

=>/(x + y)=X(x + y)=>x +y eS\ =>x + y eS x 

4. Sean ft eK y x eS x . 

Si x = 0 o ft = 0, entonces ft x e S x . 

Considcremos el caso cn que x J= 0 y ft 0: 

aeKA x^O^ae K a x eS\ =>ft e K a/(x) = Ax => 

* a / (x) = « (X x) =>/(ft x) = A (« x) =* a x e S\ => 

^ftx eS x 

En consecuencia, (S x , +, K,.) es un subespacio de (V, +, K, .). 

De acuerdo con lo demostrado en 4., afirmamos que si x es un vector propio de/asociado 
a A, y a =£ 0, entonces ft x es un vector propio asociado al mismo valor propio. 

Observamos tambien que la restriction de/a S x es una homotecia de razon A. 

8.2.3. Valores y vectores propios de una matriz 
Definicion 

El escalar A es un valor propio de la matriz A e K nxn si y solo si existe un vector no 
nuloXeK"* 1 tal que AX= AX 
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jj vector no nulo que satisfaga la relation AX = XX se llama vector propio de A asociado 

g] valor en tonces que un vector propio de una matriz A e K" x " es un vector propio de 

^ sformacion lineal de K n en K n representada por A en la base canonica. 

Ejetnpl° 8-2. 

- V es el espacio vectorial sobre el cuerpo de los numeros reales, de las funciones 
R -> R infinitamente derivables y 


es 


el endomorfismo definido por 


D : V -» V 


dx 

— „ \ X 


entonces la funcion f e V, tal que f (x) = e A x es un vector propio de la trasformacion 
lineal D, pues 

D(f) = —= Xe Xx V XeR 
dx 

Ejemplo 8-3 

Si A e K nxn es una matriz diagonal, entonces cualquier vector canonico E,eK' lxl , 
donde i = 1, 2,.. n, es un vector propio de A. 


En efecto, sea 


/ 


A = 


d i 0 
0 d 2 


0 0 


Entonces 



( dl 

0 . 

.. q\ 


r 


i°\ 


0 

d 2 . 

0 





AEp 



• 


i 


di 


° 

0 . 

.. d„l 


j 


\oj 


'i = d,E, 


Los valores propios de A son los elementos de la diagonal. 

8.2.4. Propiedad 

Los vectores propios asociados a valbres propios distintos son linealmente independientes. 
Sean 


/: V-> V 
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una trasformacion lineal y x,, x 2 ,.... x„ vectores propios asociados a X,, \ tales 
que 


i^j=>\ =£A,- 

Demostraremos que x ls x 2 , ..x„ son linealmente independientes. 


1 .« = 1 =>X! ^0 =^Xj esL.I. 

2. { Xi , x 2 , . .x h ) es L.I. => { Xj, x 2> .. X;,, x h + i j es 
En efecto, consideremos 

/i + i 

2 a, x,- = 0 (1) 


Multiplicamos por A,, + j 

c*i X,, + i Xj +...+% \, + i X/, +«h+i \i + l x h+i 
Aplicando/a (1) 

aiX 1 x 1 +...+ a h A,, x h +a h + i \» + » x ft + i = 0 


Restamos estas dos igualdades 

«i (\i + i - Xi) x i + ... + &h (K + l ~Xi) x h = Q 

Por la hipotesis inductiva resulta 

(\, +1 — \) = 0 V/ — 1,2,. ./i 

Y como A,, + ! - \ * 0, resulta 

oi f = 0 V/ = 1,2,. . „h 

Sustituyendo cn (1), se tiene 

<*h+ 1 x /i + 1 = 0 

Oseaa h+ i =0, ya que x h+ i ¥= 0 
En consecuencia 

on =a 2 = .. . = a h = a h + i =0 

Y por lo tanto 

jx 1( x 2 ,..., x «) esL.I. 

8.2.5. Propiedad 

Si / es una trasformacion lineal del espacio vectorial V, de dimension finita, en si mismo, 
entonces A e K es un valor propio de /si y solo si / - Ai es singular. 

i denota la trasformacion identidad en V. 

1. Sea A un valor propio de /. Entonces existe x =£ 0 en V, tal que / (x) = Ax 
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Ahora bien 

/(x) = X x =>/(x) - X / (x) = 0 =>f (x) - (hi) (x) = 0 => (f- hi) (x) = 0. 

En consecuencia, N (/- hi) ^ {0 ), o sea,/- hi es singular. 

2. Supongamos ahora que /- hi es singular, o sea, no inversible. Esto significa que 
f - hi : V -*■ V es tal que N (/- hi) 4= {0} . En consecuencia, existe x e V, x 0 tal 
que (f- hi) (x) = 0. De acuerdo con el algebra de las trasformaciones lineales, se tiene 

/(x)-(\/)(x) = 0 

Es decir 

/(x)= X/ (x) — \ x 

y por consiguiente Xes un valor propio de /. 

En terminos de matrices esta propiedad se traduce de la siguiente manera: 

Si A e K' ,xn , entonces X e K es un valor propio de A si y solo si A - X1 es singular. 
Equivalentemente 

Xes un valor propio de A e K nxn *» D (A - X I) = 0 


Ejemplo 8-4 

El lector podra demostrar, al realizar el trabajo practico, que todo endomorfismo en V, 
donde V es un espacio vectorial de dimension finita y mayor o igual que 1 sobre el 
cuerpo de Ios complejos, admite un vector propio. 

Pero si el cuerpo no es C, entonces pueden no existir vectores propios. En efecto, sea 
(R 2 ,+, R, .)y sea 


/: R 2 -+R 2 

tal que 

f (Xi,x 2 ) = (Xj cos 6 - x 2 sen d, Xi sen 6 + x 2 cos 6) 
Si existiera (x 1 ,A: 2 )eR 2 ) (x 1 ,x 2 )/(0, 0), tal que para algun Xe R 

f(x l ,x 2 ) = h(x u x 2 ), 

entonces 


Xi cos 9 ~ x 2 sen 9 = Xx 2 
Xj sen 6 +x 2 cos 6= Xx 2 


0 sea 


(X - cos 6) x t + x 2 sen 6 = 0 
- x i sen 0 + (X - cos 6) x 2 - 0 
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Si el sistema admite soluciones no triviales debe ser 


X — cos 0 sen 0 

— sen 0 X — cos 8 

Luego 

(X - cos 6) 2 + sen 2 0 = 0 
X 2 — 2 X cos 0+1=0 
X = cos 0 ± \/cos 2 0-1 

Si 0 = 60°, entonces 



Solo existen vectores propios si 0 - n 7T. 

Considerando (R 2 , +, C,.) existen valores y vectores propios. El endomorfismo / 
representa una rotation del piano de angulo 0 alrededor del origen. 


8.2.6. Propiedad 


Si /:V-+V es una trasformacion lineal, y si ademas existe una base 

[ V ] = (vj.vj .v„ ) formada por los vectores propios de /correspondientes a los valores 

propios Xu, Xj> • - m > entonces la matriz de / respecto de esta base es la matriz diagonal 

/ X, 0 ... 0 \ 

0 ^ o 


D = 


\ 0 0 ... x n 


En efecto, la matriz de / respecto de [v] se obtiene determinando las imagenes de los 
vectores de dicha base, y teniendo en cuenta la definition de vector propio es 

/(vi) = Xi Vi = Xi vi + 0 v 2 + . .. + 0 v„ 

/(v 2 ) = X 2 v 2 = 0 y ! + X 2 v 2 + ... + 0 v„ 


f(y n ) = K v n = o y , + o v 2 +... + x„ v„ 


Xj 0 ... o' 
0 X 2 ... 0 

0 0 ... Kl 


En consecuencia, resulta 
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En este caso diremos que la trasformacion lineal /es diagonalizable. 

Una consecuencia del teorema demostrado es la siguiente: 

Si dim V = n y /: v-* V es un endomorfismo que admits n valores propios distintos 
entonces/ es diagonalizable. 

Esta afirmacion es obvia en virtud del teorema anterior y de 8 2 4 

En terminos de matrices diremos que si AeK™ admits „ valores propios distintos 
entonces existe P e K no singular, tal que 

P 1 A P es diagonal 


Ejemplo 8-5 

Determinamos los valores y vectores propios de A, siendo 

3 -2 


A = 


1 


De acuerdo con 8.2.5., consideremos 


D (A — Xl) = 0 


0 sea 


3 - X - 2 
-1 2 ~ X 


= 0 


Resolvemos respecto de X 


(3-X)(2-X)-2 = 0 
X 2 ~ 5 X+4 = 0 


- )v _. 5 ±y 25 - 16 = 5 ±3 
2 2 


Las raices son: 


Para cada X resolvemos el sistema 

DC; 

El sistema es equivalente a 
De donde 


— l > X 2 — 4 


(A - Xl)X = 0 


2 x, - 2 x 2 = 0 
-*i + x 2 =0 


- x 2 =0 


*1 = *2 
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Luego 


X, = 


Xi es un vector propio asociado a \ = 1. 


2. Xo =4=> 


-1 -2 

-1 -2 


Xi = - 2x 2 => X 2 = 


■*i 

x 2 

-2 

1 


— *1 — 2*2 =0 => JC A -h 2 X 2 — 0 


X 2 es un vector propio asociado a X 2 . 

Los vectores Xi y X 2 son L.I. y fonnan una base de R 2 . 
A es diagonalizable, y su forma diagonal es 

1 0 


D = 


0 4 


Si P es la matriz cuyas columnas son los vectores propios, entonces es 

F 1 AP = D 


8.3. POLINOMIO CARACTERISTICO DE UNA MATRIZ 
8.3.1. Nota sobre polinomios 

Sea K [X] el anillo de polinomios del cuerpo K (vease capitulo 12 de Algebra I, del mismo 
autor). 

Si P e K IX], escribimos 

P(X)« £ a, X 1 

i=0 

donde e K y a n # 0, o sea g P = n. 

Dada la matriz cuadrada A, definiinos 

P(A)= £ a f A' 

i =0 1 

Haciendo A 0 = I, se tiene 

P(A)~ a n A" +a n -i A"" 1 + ... + a x A +a 0 I 
La matriz P (A) es la especializacion de X por A. 


Ejemplo 8-6 

En R [X] con side re mos 

P (X) = 2 X 2 - X- 1 
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y sea 




Entonces 


P (A) = 2 A 2 - A - I = 






-GK -H l) 

Se verifica que 

l.(P + Q) (A) = P (A) + Q (A) 
2- (P • Q) (A) = P (A) . Q (A) 

3. (a P)(A) = aP(A) 

Si «i, a n son elementos de K y 


P (X) = (X — ai) (X - a 2 )... (X — a„), 

entonces es 


P (A) = (A - a, I) (A -oc 2 1) ... (A ~ a„ I) 


Ejemplo 8-7 

Si A e K" x ”, entonces existe un polinomio no nulo P 6 K [X] tal que P (A) = N, donde 
N denota la matriz nula del tipo n x n. 

En efecto, la dimension de (K” x ”, +, K,.) es n 2 . Esto significa que las matrices 

I, A, A 2 ,. . A m 

son linealmente dependientes si m > n 2 . 

En consecuencia, existen escalares a x , a 2 ,. . a m , no todos nulos, tales que 
A m + a m .i A m -‘ + ...+o 1 A + a 0 I = N 

O sea, existe 

P(X) = a m X'+fl^ X m - J +...+«! X + n 0 
en K [X], que satisface 


P (A) = N 
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8.3.2. Polinomio caracteristico 
Definition 

Polinomio caracteristico de una matriz AeK nxn es el determinante de la matriz 
XI — A. 


0 sea 


P (A) = D (A I — A) = 


X — <Zjl 

— <?21 X — ^22 


~ & n l ~ a n2 


~ a ln 
~ a 2 n 

X “ a nn 


Desarrollando por los elementos de la primera columnay reiterando el procedimiento en 
los sucesivos cofactores, se obtiene una surna del tipo 

(X- flu) ... (X- a nn ) + ... 

donde los terminos, a partir del primero, soil de grado menor que n. 

Resulta 

P(X) = X" +c n . l X"' 1 + . .. +c y X + c 0 


Ejemplo 8-8 

Determinainos el polinomio caracteristico de A, siendo 

( -1 2 2 
A = ' 



P (X) = D (X1 — A) = 


X+l -2 -2 

-2 X— 2 -2 

3 6 X + 6 


= (X+1) 


X - 2 
6 



-2 

X + 6 


+ 3 


= (X+ 1)(X 2 +4 A)+ 2 (-2 A)+ 3.2 A 
= A 3 + 5 X 2 + 4 X- 4 X+ 6 X= X 3 + 5 X 2 + 6 X 


Una raiz es X t = 0. Las otras dos lo son de 

A 2 + 5 X + 6 


-2 -2 

X - 2 - 2 


O sea 


A= 


—5 ± 1 


2 
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Resulta 

X 2 = X 3 = —2 

8.3.3. Propiedad 

El escalar X es un valor propio de A e K nxn si y solo si X es raiz del polinomio 

caracteristico de A. 

1 . Sea Xun valor propio de A. Entonces, de acuerdo con 8.2.5., A - Xl es singular, y por 
consiguiente tambien lo es XI - A, o sea, D (Xl - A) = 0. 

En consecuencia, Xes una raiz del polinomio caracteristico. 

2 . Supongamos que Xsea una raiz del polinomio caracteristico de A. Entonces es 

D (Xl - A) = 0 

0 sea, Xl-AyA — Xl son singulares. Esto significa que X es un valor propio de A, 
por 8.2.5. 

Usualmente, la determination de los valores propios de una matriz, es decir, de las raices 
de su polinomio caracteristico, no es simple. Los metodos adecuados a este fin son temas de 
Calculo Nume'rico, que no trataremos en este texto. 

Ejemplo 8-9 

Determinamos los valores y vectores propios de A e C 2 * 2 , siendo 



El polinomio caracteristico es 

P(X)=D (.XI - A) = X “ 2 “ 2 = (X - 2) 2 +4 

2 X — 2 

P(X) = 0 *(\- 2) 2 + 4 = 0 => X- 2 = ± 2i=> X= 2 ± 2 i 
Los valores propios de A son 

X, = 2 + 2 i \=2~2 i 

Para determinar un vector propio asociado a X resolvemos el sistema lineal 

(XI - A)X = 0 

En efecto, si X es un vector propio asociado a X, por 8.2.3. se tiene 

A X = XX 

De donde 


XX-AX = 0 


0 sea 


XIX-AX = 0 
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Por distributividad es 


(Al — A)X = 0 


1. A t = 2 + 2/ 


2/ -2\ (xA /o\ 2 ixi- 2 x. 2=0 


2 2ij \x 2 ) \ 0 / 2xi+2ix 2 =0 


ix j — x 2 = 0 => 


=>x 2 =IX ! 

Un vector propio es Xj 


2. A, = 2 - 2/ => 


1 

')■ 

-2 i -2 \ /x, 


2 -2/ / \ a: 2 

Un vector propio asociado a A 2 es 


. 1 i 

Si P = [ j , entonces es 
i 1 


•{ 2x x - 2ix 2 = 0 =>x x =ix 2 


X 2 = 


P" 1 A P = 


2 + 2 / 0 
0 2 - 2 / 


La matriz A ha sido diagonalizada. 


Ejemplo 8-10 

Probaremos ahora que los valores propios de toda matriz involutiva son 1 o -1. 
Sea A e K nxn , tal que A 2 *= I. 

Si X e K' ,xl es un vector propio asociado al valor propio A, entonces 

A X = AX (1) 

Premultiplicando por A 

A 2 X = A A X 

Como A 2 = I, se tiene 

I X = AA X 

0 sea 

X = AA X (2) 

X= AAX 
(1 - A 2 )X = 0 


De (1) y (2) se deduce 
Es decir 
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Como X ^ 0, resulta 1 - X 2 = 0, y en consecuencia A= ± 1. 

Con procedimiento analogo el lector podra comprobar que los valores propios de toda 
matrix idempotente son 0 o 1, es decir 

A 2 = A =* A = 1 A= 0 

8.3.4. Propiedad 

Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico, y en consecuencia los 
mismos valores propios. 

Hipotesis) A~BenK" xn 
Tesis) D(AI - A)=D(AI — B) 

Demostracion) 

A ~ B => 3 P no singular / B = P” 1 AP Por 4.19.5. 

Entonces es 


D (AI - B) = D (AP" 1 I P -P' 1 A P) = 

= D [P' 1 (Al - A) P] = D (P" 1 ) D (AI - A) D (P) = 

= D (P' 1 ) D (P) D (AI - A) = D (P _1 P) D (Al - A) = 
= D (I) D (Al - A)= 1 . D (Al - A) = D (Al - A) 


La reciproca no es cierta, ya que dos matrices pueden tener los mismos valores propios y 
no ser semejantes. 

Un contraejemplo se presenta considerando las matrices 


A = 


1 0 
0 1 


y B = 


1 3 
0 1 


8.3.5. Polinomio caracteristico de una trasformacion lineal 

Sea /: V-+V una trasformacion lineal y sea [v] = { v 1 ,v 2 ,...,v n } una base de V. 
Entonces/esta caracterizada por una matriz A e K"* n respecto de [v]. 

Si [v’] = j v\, v’ 2 . ..., v*„ } es otra base de V, entonces existe una matriz no singular 
P eK nxn tal que la matriz de/, respecto de la base [v’j, verifica 

B = P“ x A P 

Las matrices A y B admiten el mismo polinomio caracteristico, de acuerdo con 8,3.4. El 
polinomio caracteristico de cualquiera de las matrices que caracterizan a / se llama 
polinomio caracteristico de la trasformacion lineal. 
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8.4. DIAGONALIZACION DE MATRICES 

8.4.1. Definicion 

Una matriz A e K nxn es diagonalizable si y solo si es semejante a una matriz diagonal 
O sea 

A e K nx " es diagonalizable o 3 P no singular / P' 1 A P = D c 

donde D es diagonal. 

8.4.2. Propiedad 

Si A e K nxn es diagonalizable, entonces su forma diagonal es D = (X,- 6 i; ), donde \ C0[ 

/ = 1,2,..., n son los valores propios de A. 

En efecto: 

X- d t 0 ... 0 

0 \-d 2 ... 0 

A es diagonalizable =>A~D=>D(Xl-D) = 

0 0 \-d n 

“f i fr-di) 

El polinomio caracteristico de A es 

P (k) = (k-d i )(\-d 2 )...(\-d n ) 

En consecuencia, los elementos de la matriz diagonal son los valores propios de A. 

8/ 

8.4.2. Propiedad 

Una matriz AeK nxn es diagonalizable si y solo si A admite n vectores propio ^ 
linealmente independientes. 

1. Sea A diagonalizable. 

dia 

A es diagonalizable =* A ~ D => 3 P no singular / I rl A P = D => A P = P D (1) lo < 
Particionando P en vectores columna, o sea ^ 0I 

P = (Xi x 2 . 

es | , 

/ X, 0 ... 0 
0 X 2 ... 0 

P D — (Xj X 2 . .. X„) • • = (Xj Xj X 2 X 2 - - - X„ X„) (2) 

, 0 0 ... xi, j 11 
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Ademas 

A P = A (X( X 2 ...X„) = (AX,AX 2 ...AX n ) (3) 

De(l).(2),y (3) resulta 

A Xj = \ X,- i = 1, 2,..., n 

Luego las columnas de P son n vectores propios de A, y como P es no singular, tales 
columnas son L.I. 

En consecuencia, A admite n vectores propios L.I. 

2. A admite n vectores propios L.I. 

Sean tales vectores propios: Xj, X 2 , .. ., X„. 

Por definition es 

AX, = \X, Vi = 1,2. n 

Sean 

P = (Xj X 2 ... XJ y D = (A,- 6y) 

Se tiene 

AP = (AXj A X 2 ... A X„) = (\ 1 X, X2X 2 ... X n X n ) = 

= (Xj Xa ... X B ) (\ 5y) = P D 
Como P es no singular resulta 

P" 1 A P= D 

0 sea, A es diagonalizable. 


8.4.3. Raices del polinomio caracten'stico y diagonalizacion 

De acuerdo con 8.2.4., si los valores propios del polinomio caracten'stico de A eK' 1xn son 
elementos distintos de K, entonces los vectores propios asociados son linealmente 
independientes, y, por 8.4.2.2., A es diagonalizable. 

En general, si el polinomio caracten'stico de A tiene raices multiples, la matriz no es 
diagonalizable. Para que lo sea, debe cumplirse la condicion suficiente demostrada en 8.4.2., 
lo que significa que a toda raiz multiple de orden p debe corresponderle un sistema lineal y 
homogeneo cuyo espacio solucion tenga dimension p. 

E/emplo 8-11 

La matriz 


no es diagonalizable 


/I 1 0 
A = I 0 1 1 
\0 0 1 
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Detenninamos los valores propios 

F (X) = D (X1 -- A) — 


X 1 ' 1 0 

0 X-l -1 
0 0 X- 1 


“(X i) 3 =X 2 “X 3 -1. 

Los vectores propios asociados a esta raiz triple satisfacen a 

(XI- A) X = 0 


0 sea 


Luego 


0 - 1 °\/M 0 

0 1 -1 *2 = 0 


0 0 0/\x 3 


0 . 


0X[ - x 2 + 0x 3 = 0 
0X| +0x 2 - x 3 = 0 
El rango de la matriz de coeficiente es 2, y en consecuencia es 

dim S = 3 — 2—1 

0 sea, hay un solo vector propio linealmente independiente de la matriz A. 
For consiguiente, A no es diagonalizable. 

Ejemplo 8-12 

La matriz 



cs diagonalizable y sus valores propios no son todos distintos. 
En efecto: 


F (X) - D (XI — A) = 


X + 3 0 4 

-4 X-l -4 
-2 0 X-3 


X+3 4 

-2 X-3 

=>Xi =X 2 = 1 , a 3 = -1 


«(X- 1)(X 2 - 1)^ 


=(X-1) 



TRIANGUALCION 


279 


1. Xj = X 2 - 1 => 


/ 4 0 
-4 0 
\ — 2 0 



La rnatriz del sistema tiene rango i, o sea 

dim S = 3 - 1 = 2 

2. A ^3 = - 1 le correspondc un vector propio linealmente indcpendiente. l.uego A es 
diagonalizable y su forma diagonal es 

/ 1 0 0 
D= 0 1 0 

\0 0 -1 



8.5. TRIANGULACION DE ENDOMORFISMOS Y DE MATRICES 

Hemos visto que no siempre es posible diagonalizar una trasformacion lineal o una matrix 
cuadrada. Cabe preguntarse si es posible determinar una base tal que, respecto de ella, la 
matiiz de una trasformacion lineal de un espacio de dimension finita en si mismo sea 
triangular. La respuesta es afirmativa si el cuerpo es el de los numeros complejos. 
Consideremos un endomorfismo 

/: V -» V 

donde dim K V = n > 1. 

En lo que sigue, introducireinos el vocabl o fan, cuya traduction es abanico, para denotar 
una familia de subespacios de V que satisface ciertas condiciones. 

8.5.1. Concepto 

Un fan de/en V es una n-upla de subespacios de V: Si, S 2 ,..S n , tales que 
i ) Son crecientes en el sentido de inclusion: 

S, CS 2 CS 3 C ...cs„ 

ii) dim S* = /, V/ = 1,2,..., n 

iii) Son invariantes, o sea 

x e Si =*/(x) e S{ Vi = 1,2 ,..n 

Esta condicion equivale a 

/(S/)C S,- Vf = 1, 2,..n 

Es obvio que S n = V. 

Definition 

Si { Si,S 2 ,...,Sj es un fan de /en V,entonces la familia [v] = { Vj,v 2 ,..v„ } 
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es una base fan de V si y solo si (v 1 ,v 2 ,.. .,v f } es una base de S f para todo 
2 = 1 , 2 ,.. 

El teorema de extension 2.6.3. nos permite afrnnar que existe una base fan. 

8.5.2. Propiedad 

Si [v] es una base fan de V, entonces la matriz asociada a todo endomorfismo/: V -> V es 
triangular superior. 

Sabcmos que para obtcner la matriz de/respecto de una base, hay que dctcrmmar las 
imagenes'de los vectores de la misma y expresarlos como combinaciones lineales de tales 
vectores. Teniendo en cuenta adenitis la definicion de subespacio mvanante, resulta 

V! 6Si =>f(yi)e Si =>/(v0 = flu vi 
v 2 eS 2 ^/(v 2 ) eS 2 =>/(v 2 ) = fln Vi +a 22 v 2 


v„ e S„ =>/(v„)eS„ *f(y n ) = a in vi+^v 2 +, 

Por consiguiente, la matriz de f respecto de la base fan es 

a n a n • • • n \ 


. + Ur 


A = 


0 tf 22 


0 0 


Uln 


*nn 


Si f: V V es una trasformacion lineal y si existe una base respecto de la cual la matri 

de fes triangular, entonces diremos que/es triangulable. , 

En Snos de matrices, diremos que AeK"‘» es triangulable sr y solo sr exrs 
P e K. rlKn no singular, tal que P ' 1 A P es triangular. Demostraremos que toda matriz pue^ 

ser triangulada sobre el cuerpo C. 

8.5.3. Propiedad 

Si V es un espacio vectorial de dimension finita mayor o igual que 1, sobre el cuerpo o 
los complejos, y si /: V -> V es una trasformacion lineal, entonces existe un fan de / en 

Demostramos esta afirmacion inductivamente. 

1 Si dim V = 1, entonces nada hay que probar. 

2. Supongamos que la propiedad es valida si dint V = n - 1. Demostraremos que lo es j 
dim V = n. 

Sea v, un vector propio de /, el cual existe de acuerdo con el ejercicio 8-46, y sea S, 

subesoacio eenerado por Vi. Resulta dim S 2 — 1. ,, e 

Siendo S, un subespacio de V, existe un subespacio W cuya suma drrecta con S, 

(ejercicio 7-40), o sea 

V = S!®W 
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Consideremos las proyeccionespi y p 2 de V sobre y W, respectivamente. 

La composition p 2 ° f es una trasformacion lineal de V en V tal que si x e W, entonces 
/(x) e W. Restringiendo el dominio a W, podemos considerar a p 2 ° f como una 
trasformacion lineal de W en W. De acuerdo con la hipotesis inductiva, existe un fan de 
p 2 o/enW. Sea dste 

|W„W,.w„) 

Consideremos ahora los subespacios 

S| = S t +W M 


para i~ 2, 3,.. n. 

Se verifica que dim S f = i, ya que si j w it w 2 ,.. w„_j ( es una base de W, entonces 
{Vj, w lt ..w M j es una base de Sf, i = 2, 3,. .n. 

Ademas, S,- C S f+1 para todo i = 1,2,.. n. 

Para demostrar que { S 1} S 2 ,, . S n ) es un fan de / en V, es suficiente probar que 
/(Vf)CV, 

Observamos que 

f=iv °f=(Pi +Pi)f=Pi °f + p 2 °f (1) 
puespi +p 2 =iy (ver3-46) 

Sea x un vector cualquiera de Sf: 

x e Sf => x = a\i + Wf, donde ae Cyw f e W f 
Teniendo en cuenta (1) es 

/(x) = (Pi °f + p 2 °/)(x) = (p, °f)(x)+(p 2 ° f) (x) (2) 

Ahora bien 


Por otra parte 


(Pi °f) (x) - Pi \f (x)] eSj, y en consecuencia 

(Pi °/)( x )eSf (3) 


(P 2 ° f) (x) - (p 2 °f)(av 1 )+(p 2 ° /) (Wf) 2 (/(v,) ) + (p 2 ° /") ( W f) “ 

= ap 2 vO + (p 2 °/)(\Vf) = a A, p 2 (v!) + (/7 2 °/) (w,)- 0 + (p 2 o/)( W| ) a 
= iP2 ° /) (Wf) 


de acuerdo con la descomposicion de x, la definition de trasformacion lineal, y considerando 
que Vi es un vector propio de /. Por la hipotesis inductiva se sabe que (p 2 0 f) (W,) C Wf, y 
por consiguiente 

(Pi ° f) (x) = (p 2 of) ( W f) € Wf 


0 sea 


( P 2 0 f) (x) e Sf (4) 
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Considerando (2), (3) y (4) resulta 

f(x) e S f 

Es decir 

xeS i=*f (x) eSf 

Luego | S l5 S 2 , ..S„ ) es un fan de/en V. 

Son consecuencias inmediatas de este teorema de existencia y de 8.5.2., las siguientes: 

I. Si dim c V ~n> 1 y /: V -* V es una trasformacion lineal, entonces existe una base de 
V tal que la matriz de /respecto de dicha base es triangular superior. 

II. Si AeC nx ”, entonces existe PeC” xn , no singular, tal que P 1 A P es triangular 
superior. 

8.6. TEOREMA DE HAMILTON-CAYLEY 

El teorema de Hamilton-Cayley, fundamental en la teoria de la resolution de ecuaciones 
matriciales, afirma que toda matriz cuadrada es raiz de su polinomio caracteristico, esto es, 
si P (A) es el polinomio caracteristico de A e K nxn , entonces P (A) = N. 

Desarrollaremos primero una demostracion en el caso particular que se presenta si la 
matriz A, del tipo nxn, admite n vectores propios. 

Para esto utilizaremos la siguiente propiedad que se propone como ejercicio del trabajo 
practico: si X* es un vector propio de la matriz A, asociado al valor propio entonces X* es 
un vector propio de la matriz A", correspondiente al valor propio A". 

Consideremos el polinomio caracteristico de A 

P(A) = A” 4- c n _i A"" 1 +...+ Cl A + c 0 

Entonces 

P (A) = A" + c„_, A n_l + . .. + cj A + c 0 I 

Multiplicando a derecha por el vector propio X,- asociado al valor propio y teniendo en 
cuenta la propiedad mencionada, es 

P (A) X f = A” X, + c n _, A n_1 X/ + . .. +c x A X, + c 0 X f = 

= A" X,- + c„_i AT 1 X,• + ... + d AfXf + co x, = 

= (A? +c n . t A?" 1 +... + C, A, + c 0 )X,« 

= 0 Xj- = 0 V/= 1, 2,..., n (1) 

Sea P = (X t X 2 .. . X M ) la matriz cuyas columnas son los vectores propios de A. 
Considerando (1), se tiene 

P(A).P= (P(A)X, P(A)X 2 ...P(A)X„)=N 
Y como P es no singular, resulta 

P (A) . P. P _1 = N . P' 1 
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0 sea 


P (A) = N 


A = 


Ejemplo 8’13 

Utilizando el teorema de Hamilton-Cayley, determinamos la inversa de la matriz A del 
ejemplo 8-5. 

3 -2 
, - 1 2 

El polinomio caracteri'stico de A, es 

P(X) = A 2 - 5 A+ 4 

Entonces es 

P(A) = A 2 ~ 5A + 4I = N 

O sea l 

I = — — (A 2 -5 A) 

4 

En consecuencia, multiplicando por A" 1 ; 


A' 1 = —- (A — 5 I) 


Como 


Resulta 


A - 5 I a 


A' 1 = 


-2 -2 
-1 -3 


_i I 

2 2 

_1_ i_ 

4 4 


Demostraremos ahora que toda matriz A e C nx " satisface a su polinomio caracteri'stico, o 


sea 


A e C" xn => P (A) = N 

En efecto, sea el polinomio caracteri'stico de A: 

P(\)=D(XI-A) (1) 

Sabemos que el producto de toda matriz cuadrada por su adjunta es igual al determinante 
de aquella por la matriz identidad (5,8.3.). Entonces 

(A I — A) Adj (A 1 - A) ~ D (A 1 — A) . I 


i 
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Teniendo en cuenta (1) es 

(XI - A) Adj (XI - A) = P (X) . I (2) 

Los elementos de Adj (XI - A), por ser los cofactores de (XI - A), son polinomios de 
grado menor o igual que n - 1, y en consecuencia 

Adj (XI - A) = A„_, X n l + A n . 2 X"' 2 + ... + Aj X + A 0 (3) 

De (2) y (3) resulta 

A„_i X" + (A n _2 - A A„. x ) X- 1 + (A n _ 3 - A A„_2> X"” 2 + ... + 

+ (A 0 - A A t ) X - A A 0 = X” I + c n ^i X n_1 I + ... + C! Xl+c 0 I 

0 sea 

A n -) = t 

A n _2 — A A„_i — c n - 1 I 
An-3 — A A n _2 — c n . 2 I 


Aq — A Ai C\ I 
— A Aq ~ Cq l 

Luego de premultiplicar por A”, A" -1 ,A e I, respectivamente, se tiene 

A" A„_! = A n 

A ,,_1 A„_2 — A” A„_, =c„. 1 A"' 1 
A"' 2 An-3 - A""' An-! = C n - 2 A”" 2 


A A 0 - A 2 A, =C\ A 
-- A A 0 = Cq I 

Sumando, despues de reducir, es 

N = A” + c n -i A”’ 1 + ... + Cj A + c 0 I 


0 sea 


P (A) = N 
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8-14. Determinar los valores y vectores propios de las sigiiientes trasformaciones lineales: 

1. /: R 2 ~»R 2 definida por f (x lt x 2 ) = (4x 2 + 3x 2 , 3x, - 4x 2 ) 

2. /: R 3 -> R 3 tal que f(x, y, z ) = (2 y -z,2x-z , 2x ~y) 

8-15. Obtener los valores y vectores propios, si existen, de las matrices siguientes con 
elementos en R: 


A = 



/ 1 "M 


/ 10 

0 

2\ 


o 

0 

6 

0 

\ 4 3 ' 


\ 2 

0 

7/ 


8-16. Demostrar que si X es un valor propio de A eK nxn y esta es no singular, entonces X es 
no nulo. 


8-17. Demostrar que si X es un valor propio de la matriz no singular A, entonces X' 1 es un 
valor propio de A" 1 . 


8-18. Demostrar que si X, es un vector propio de la matriz A asociado al valor propio 
entonces X* es un vector propio de A” correspondiente al valor propio A?. 

8-19. Demostrar que si X, es un vector propio de la matriz A, correspondiente al valor 
propio X ]} entonces Y= S" 1 X, es un vector propio de la matriz S" 1 A S, asociado a 
Ai. 


8-20. Determinar el polinomio caracteristico, los valores y vectores propios de cada una de 
las siguientes matrices complejas: 


/ \ 

/ 0 

1 

0 

0 \ 

A = ° 

B = f ° n 

0 

1 

0 

\ -2/ -2 / 

0 

0 

0 

1 


\ 1 

0 

0 

o! 


8-21. Demostrar que si P (X) es el polinomio caracteristico de la matriz A eC nxn entonces 
c n -1 e s el opuesto de la suma de los valores propios y el termino independiente es igual 
al producto de (— 1)” y el producto de los valores propios. 
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8-22. Demostrar que si A e C nx ", entonces la traza de A es igual a la suraa de los valores 
propios y el determinante de A es igual al producto de los valores propios. 

8-23. Demostrar que los valores propios de toda matriz idempotente son 0 6 1. 

8-24. Demostrar que dos matrices traspuestas tienen el mismo polinomio caractenstico. 

8-25. Investigar si la siguiente matriz es diagonalizable 

/ 1 1 1 \ 

A- 0 1 1 I 

\ 0 0 W 


8-26. Sea una matriz A e C nxn tal que A k ~ I. Demostrar que si X es un valor propio de A, 
entonces X fc = 1. 

8-27. Demostrar que los valores propios de una matriz triangular son los elementos de la 
diagonal. 

8-28. Por definition, una matriz cuadrada A es nilpotente si y solo si existe un entero 
positivo k, tal que A k = N. Demostrar que los valores propios de toda matriz 
nilpotente son nulos. 

8-29. Demostrar las siguientes propiedades: 

1. Dos matrices semejantes tienen sus trazas iguales. 

2. Si k es un entero positivo, entonces tr A h = 2 X?. 

3. La traza de toda matriz idempotente es igual a su rango. 

4. La traza de una suma es igual a la suma de las trazas. 

5. Las trazas de dos matrices traspuestas son iguales. 

6. Las matrices A B y B A tienen trazas iguales. 

7. tr (ABC) ~ tr (BCA) = tr (CAB) 

8. SiP es ortogonal, entonces (P f A P) = fr A. 

8-30. Considerando el producto interior habitual en R 2 , determinar una base ortonormal de 
vectores propios de A, siendo 



8-31. Demostrar que si todos los valores propios de una matriz son no nulos, entonces dicha 
matriz es no singular. 

8-32. Calcular P (A), siendo P (X) = X 3 - X + 1 y 
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g. 33 . Demostrar que si A es una matriz simetrica y P e R [X], entonces P (A) es una matriz 
simetrica. 

$-34. Demostrar que si A es hermitiana y P e R [X], entonces P (A) es hermitiana. 

8-35- Sean A y P elementos de K' !Xrt , tales que P es no singular. Demostrar que 

(p-i A P )* = p-i A fe P 

8-36. Considerando dos matrices A y B como en el ejercicio anterior, demostrar que si 
P eK [X], entonces 

P(B -1 A B)=B~‘ P(A)B 

8-37. Verificar que la matriz 

( cos ip sen ip \ 
sen ip -cos t p / 


admite un vector propio en R 2 , cualquiera que sea ipe R. Probar que existe un vector 
X tal que A X = X. 

8-38. Con relation al ejercicio anterior, demostrar que si Y es un vector de R 2 ortogonal a X, 
entonces A Y = -Y. Interpretar geometricamente. 

8-39. Demostrar que si P es una matriz ortogonal del tipo 2X2 y D (P) = -1, entonces 
existe un numero real iptal que 

/I 0 \ / cos ip -sen ip \ 

\ 0 -1 / \ sen <p cos ip j 

8-40. Sean A un valor propio de A e K" xn y/un polinomio de K [X]. Demostrar que f(K) es 
un valor propio de /(A). 

8-41. Obtener una base fan de los endomorfismos de C 2 caracterizados por las matrices 


A = 




i 

i 


8-42. Demostrar que si A es un valor propio de A e K” x ”, entonces a + Aes un valor propio 
de a I + A , V a K. 

8-43. Demostrar que una matriz A eC' ,xn es singular si y solo si admite algun valor propio 
igual a cero. 

8-44. Diagonalizar, si es posible, las matrices 


• A = 


1 1 + / 
0 ' 1 


eC 


2X2 
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U i 
\ 2 2 


8-45. Sean A = j ^ j y P(X) = X 2 - 1. 
Diagonalizar P (A), si es posible. 



e R 3x3 



8-46. Sabiendo que dim c V> 1 y que /: V -> V es un endomorfismo, demostrar que existe 
un vector propio de /. 



Capitulo 9 


FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS 


9.1. INTRODUCCION 

Presentamos en este capitulo los concept os de forma bilineal sobre un espacio vectorial, 
de forma cuadratica asociada, y sus conexiones con la matriz de cada una respecto de una 
base en el caso de dimension finita. Se estudian los operadores adjuntos, traspuestos, 
hermitianos y simetricos, asi como tambien algunas propiedades de sus valores propios. Esta 
situation se reitera en el caso de operadores unitarios y ortogonales. Despues de la 
demostracion del teorema de Sylvester, se trata el tema de la diagonalizacion de operadores 
simetricos y de las matrices correspondientes. Ademas de la descomposicion espectral de una 
matriz diagonalizable, se estudia la congruencia de formas cuadraticas reales, la reduction a 
la forma canonica y el signo de una forma cuadratica. 


9.2. FORMAS BILINEALES 

9.2.1. Concepto 

Sean: (V, +, K,.) un espacio vectorial y /una funcion de V 2 en K. 

Definition 

La funcion /: V 2 ->• K es una forma bilineal sobre V si y solo si es lineal respecto de los 
dos argumentos. 

0 sea 

/: V 2 -»■ K es una forma bilineal sobre V si y solo si satisface: 

1. Linealidad respecto del primer argumento 

f (ax + b x\y) = a f (x,y) + b f (x\ y) 

2. Linealidad respecto del segundo argumento 

f(x, cy + dy’) = cf(x, y) + df(x,y') 
cualesquiera que sean x, x\ y, y’ en V y a, b, c, d, en K. 
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Si/es una forma bilineal sobre V, entonces se verifica que 
/(<zx,y) = tf/(x,y)=/(x,«y) 

El lector puede demostrar que el conjunto de las formas bilineales sobre V es un espacio 
vectorial sobre el cuerpo K, comprobando que si/y g son dos formas bilineales cualesquiera 
y si oc e K, entonces/+ g y a f son formas bilineales. 

Ejemplo 9-1 

Considerando (K n , +, K,.), la funcion 

/:K n XK"-K 

definida por 

r 

/(x, y) = .2 x t yt 

es una forma bilineal sobre K n , ya que verifica las condiciones 1. y 2. de la definition. 
Ejemplo 9-2 

Asociada a la matriz A e K nx ", la funcion 

/: K n XK n ->K 


definida por 


/ (X, Y) = X f A Y (1) 


es una forma bilineal en K n , donde la imagen/(X, Y)eK ,xl se identifica con un 
escalar en virtud del isomorfismo entre K 1 xl y K. 

En efecto: 


f(a X + b Y, Z) = (a X + b Y)' A Z = (a X* + b Y') A Z = 

= cX'AZ + Z?Y'A Z = «/{X, Z) + bf (Y, Z) 

Analogamente se prueba la linealidad de/respecto del segundo argumento. 
La expresion escalar de (1), efectuando el producto de matrices, es 


/(X, Y) = X* AY = ( Xl x 2 ...x n ) 


an 

012 • 

• h 



a 2l 

022 • 

• 02 n 


y 2 

a n 1 

0«2 • 

• a nn ^ 


yn) 


n 

= ( 


n n 

^ ^ X i a in) 




n n n n 

= 2 y, 2 Xi a u = 2 X anXiyt 

/=1 } i= 1 1 w i=l]—l 13 lJ3 
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9 2.2. Matrix de una forma bilineal 

Sea V un espacio de dimension n> 1. Consideremos una base [v] = ( Vi, v 2 ,..v n j de 
V y la forma bilineal/: V 2 ->■ K. 

’ Entonces/esta caracterizada por los valores 

a U = f ( v i > v /) 

son los elementos de la matriz A e K 71 *", llamada matriz de/respecto de la base [v]. 

^ En efecto, si x e y son dos vectores cualesquiera de V, expresandolos en terminos de la 

base [v], es 

/(x,y)=/( ( 4 XtVt.ifjVj)* SSx^ / /(v,,Vy) = 

= 2 2 aijXi)>j = X ( AY 

donde X e Y son las matrices columnas cuyos elementos son las coordenadas de x e y 
respecto de la base [v]. 

9.2.3. Forma bilineal simetrica 

Sea /: V 2 -» K una forma bilineal. 


Definition 

La forma bilineal / es sim6trica si y solo si 

/(X, y)=/(y,x) 

cualesquiera que sean x e y en V. 

Si K = R, y (, > es un producto interior en V, entonces /: V 2 -*■ R definida por 

/(x,y) = <x,y> (1) 

es una forma bilineal simetrica. 

Si [ v ] = j v,, v 2 , ..., v„ ) es una base ortogonal de V, o sea 

i^j^f (Vf, v/) = O{f = 0 

entonces la matriz A de la forma bilineal (1) es diagonal 

ai 0 ... O' 


A = 


0 a 2 ... 0 

0 0 ... a n 


y la forma se dice diagonalizada. 
Resulta 


/(x,y)= 



2 formas bilineales y cuadraticas 

Si [v] es ortonormal resulta 


/(X, y) = j Sx i y l 


9.2.4. Propiedad 


T ZX A foTmT ma Una f0fma bUineal siraatrica si y 86,0 si A es **■*. 

I • Sea / la forma bihneal simetrica asociada a A. 

/es simetrica «/(X, Y) =/(Y, X)»X'AY = Y f AX 

Como 

Y'AX = (Y'AX)'=X'A'Y 

por ser Y A X un escalar y por traspuesta de un producto, resulta 

X'aY = X'a'Y V X, Y e K' ! 


En consecuencia 


Y por lo tanto 


X' (A - A*) Y = 0 VX.YeK" 


A - A* = N 


A = A* 


2. Sea A simetrica. Entonces 

/(X, Y) = X , AY = (X' A Y)' = Y 'a' X = Y' AX = / ( y,X) 

Luego/es simetrica. 


Ejemplo 9-3. 

Desarroliamos la forma bilineal simetrica asociada a la 


matrix A, siendo 


Resulta 


/ I -1 2 

A=r -1 3 1 

\ 2 1-2 


/(X.VJ-X'AY-tr,,,,,) (_J 3 ] 

\ 2 1-2 


y\ 

y 2 = 


■~(xi ~x 2 +lx 3 -x { +3x 2 + 


x 3 2*i +x 2 - 2 x 3 ) 


" X ‘ y ' ~ X * Vi +2 *3J. -X t y 2 +3x t y 2 + X3 y 2 +l Xl 


X. 

y 2 = 


y 3 + *2 ^3 - 2 * 3^3 
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9.3. FORMAS HERMITI AN AS 


9.3.1- Concepto 

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo de los complejos. 

Definition 

La funcion /': V 2 -*C es una forma hermitiana sobre V si y solo si/ satisface las 
condiciones de linealidad respecto del primer argumento y de simetria conjugada. 

0 sea 

i) f(ax + bx\ y ) = af(x, y) + bf (x\ y) 

ii) /(x,y)=/(y, x) 


Ejemplo 9-4 

En (C", +, C,.) la funcion 


/:C"XC"->C 

definida por 

/(X,Y) = X*Y = 

es una fonna hermitiana definida positiva, ya que satisface los axiomas del producto 
interior usual en un espacio unitario (vease el ejercicio 7-46). 


9.3.2. Matriz de una forma hermitiana 

Sea (V, +, C,.) un espacio unitario, es decir, un espacio vectorial sobre el cuerpo C, 
donde esta definido un producto interior como en el ejercicio 7-46. 

La funcion 

/: V 2 -> C 

tal que 

/(x, y)“<x,y > 

es una forma hermitiana. Si V es de dimension n > 1, y [v] = { Vj, v^, ■ • •> j es una 
base, entonces 

- n n n n 

/(x,y)“<x,y>=<.X: *,y,,S ?x,y, (v,, v, > = 

t—1 JZ= 1 l— A / — l 

=|.| i a y x | .y, = x 'AY 
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Respecto de la base elegida, la forma hermitiana esta caracterizada por la matriz A, 
cuyo elemento generico 

an = < v f , V/ > 

es tal que 

an = < v,, vj > = <v ; i v f )> 

En consecuencia, la matriz A verifica 

A-A t= =A* 


o sea, A es hermitiana. 


9.4. FORMAS CUADRATICAS 


9.4.1. Concepto 

Sean: (V, +, K,.) un espacio vectorial de dimension finita y g : V 2 -* K una forma 
bilineal simetrica sobre V. 

Definition 

Forma cuadratica asociada a la forma bilineal simetrica £ es la funcion 

/: V->K 

definida por 

/(x)=£(x,x) 

Como la forma bilineal simetrica g verifica los axiomas i), ii) y iii) del producto interior 
definido en 7.2.1., es usual escribir 

g(x,x)=<x,x> 

Si V = K" y si A e K' lxn es la matriz simetrica de la forma bilineal g, entonces la forma 
cuadratica asociada esta definida por 

/(X) = X'AX = ( S 

Observamos que el desarrollo de una forma cuadratica, en terminos de las variables 
x lt x 2 , .. x n , corresponde a un polinomio homogeneo de grado 2, donde los coeficientes 
de los terminos cuadraticos son los elementos de la diagonal de la matriz simetrica 
correspondiente, y cada coeficiente de un termino rectangular x ( Xj es el duplo del elemento 
de la misma. 

Definition 

Una forma cuadratica X 4 A X es no degenerada si y solo si A es no singular. 
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Ejemplo 9-5 

La matriz correspondiente a la forma cuadratica 

/: R 3 - R 

definida por 

/(x) ~x\ +2x\ + 2 x§ - x 2 + 4x! x 3 


cs 


Como 


D (A) = 


A = 


1 -1 2 
-1 2 0 

1 1 0 


1 -1 2 

1 2 0 

2 0 2 


= 2 


-1 2 

1 1 


= - 6*0 


resulta A no singular, y en consecuencia/es no degenerada. 


9.4.2. Formas cuadraticas y cambio de base 

Sea /: V ->K una forma cuadratica caracterizada por la matriz A e K" x " respecto de la 
base [vj. 

Se tiene entonces 

/(x) = X* A X 

donde X cs la matriz columna cuyos elementos son las coordcnadas de x respecto de la base 

[vj. 

Si en V se considera una base [v*], respecto de esta, el vector x se representa mediante X . 
Se verifica que 

X =PX’ 

donde P es la matriz de pasaje definida en 4.19. 

Sustituyendo en la primera igualdad 

/(x) = (P XV A (P X’) = X’' P'APX’ 

La matriz de /respecto de la nueva base es 

B = P* A P 

Las matrices A y B se llaman congruentes. 

Definition 

A e K' ,XM es congruente a B e K" xn si y solo si existe P no singular tal que B = P f A P. 

Sabemos que el rango de una matriz no varia si se la multiplica por matrices no singulares. 
En consecuencia, si dos matrices son congruentes tienen el mismo rango. 
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Definition 

Range de una fonna cuadratica es el rango de cualauier* Hp . 

representan. S alquiera de las matrices que la 

En consecuencia, una forma cuadrafira a 

dimension del espacio. Una forma cuadratica es degenerada si y sj°‘° ” “ ^ 3 la 

la dimension del espacio. ^ a Sl ^ so ^° S1 su rango es menor que 

Ejemplo 9-6. 


La forma cuadratica/esta caracterizada por la matriz 

ho 0 2 \ 

A= 0 6 0 

\ 2 0 7 / 

respecto de la base canonica en R 3 . 

Determinamos la matriz de / respecto de la base 

I /_ 1 n ~2 \ 


La matriz de pasaje es 




p= —L 
vT 


1 0 2 

0 \/5 o 

-2 0 i 


La matriz B de la forma cuadratica/respecto de la nueva base es 

, /6 0 0 \ 

B = P' A P = 0 6 0 

propios'de'A^y'^matr^deTpasa^rtiemrpor cokmnas^albs^clcKrespropios^A^ 0168 

9.5. OPERADORES ADJUNTOS Y TRASPUESTOS 

Una trasformacion lineal f ■ V ->■ V *pra iia™^ * . 

operador en V. da tambien operador lineal o simplemente 

Propiedad 

un “ “ '^3^^ taterior ' y 

</(x) ,y> = <x,/*(y)> 
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pemostracion) 

Sea y cualquier elemento de V. Definimos la funcion 

F : V -* C 

mediante 

F (x) = (/(x) , y > (1) 

La definition (1) caracteriza un funcional, es decir, un elemento de V*. De acuerdo con el 
enunciado del ejercicio 7-60, existe en V un elemento y\ unico, tal que 

F (x) = < x , y’> (2) 

cualquiera que sea x e V. 

De(l)y(2) resulta 

</(x),y> = <x,y’> (3) 

En consecuencia, para cada yeV, existe y’ e V, unico, que satisface (3). Podemos definir 
entonces la funcion 

f* : V 

mediante 

/*(: y)=y’ 

La funcion/* satisface la condition 

</(x), y > = < x ,/* (y)> Vx Vy eV 

Ademas es lineal, pues 

<x,/*(ay + by')) = <f(x),ay + by') = a{f(x) ,y) + &</(x) ,y’) = 

= tf<x,/*(y)> + b(x, f* (y’) > = < x , af* (y)> +< x, b f* (y’)> = 

-< x, af* (y) + bf* (y’)) 

Esta relation se verifica cualquiera que sea x e V. En consecuencia 
f*(.ay + by') = af*(y) + bf*(y ’) 

0 sea 

f* es un operador lineal. 

La unicidad de/* se justifica porque para cada y e V existe y *=f* (y), unico, tal que 

F (x) = <x,/* (y)> 

El operador f* a que se refiere el teorema anterior, se llamaadjunto de/. 



298 


FORMAS BIUNEALES Y CUADRATfCAS 


Definition 

En un espacio de dimension finita con producto interior, un operador f* se llama 
adjunto de/si y solo si 

</(x) ,y> = (x, f* (y)> 
cualesquiera que sean x e y en V. 

Si el cuerpo es R, el operador f* se llama traspuesto de /y se denota 

9.5.2. Matriz del operador adjunto 

Si A es la matriz del operador / respecto de una base ortonormal, entonces B = A* es la 
matriz del operador adjunto/ 1 *. 

En efecto, sea [v]= {Vi,v a ,.. .,v„ } una base ortonormal de V. De acuerdo con el 
ejercicio 7-61, se verifica que 

/(Vy) = </(V;),V 1 > Vl +</(vy),v 2 >v 2 + ... + </(v;),v„)v„ V/=l,2,...,« 

En consccuencia, el elemento generico de la matriz A es 

a tj = </( v /) > Vf > 

Si B es la matriz de f* respecto de [v], entonces 

(V/), V<> 

Se verifica que 

= V/ > = <v fc f* (v ; )) = < / (Vi), \j) = aii 


Luego 


B = A* = A f 


Obseivamos que si fy g son dos operadores sobre V y a e C, entonces 
(f+g)*=f*+g* (<xf)* = dcf* 

(/*)*=/ 

Los operadores fyf* se Hainan adjuntos entre si. 

Ejemplo 9-7 

Determinamos el operador adjunto de 

f: C 2 -+C 2 


tal que 


/(z , u) = (z + 2iu, (1 + i)z + u) 
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9.6. OPERADORES HERMITIANOS Y SIMETRICOS 

9.6.1. Concepto 

Sea /un operador lineal sobre V, de dimension finita, con producto interior, y sea f* el 
operador adjunto. 

En el caso complejo, V es un espacio unitario, y en el caso real, V es euclidiano. 

Definition 

Un operador / sobre un espacio unitario se Hama hermitiano si y solo si es igual a su 
adjunto. 

f es hermitiano o < /(x), y > = < x, /(y) > 

La matriz asociada a un operador hermitiano respecto de una base ortonormal es 
hermitiana. 

Definition 

El operador / sobre un espacio euclidiano se llama simetrico si y solo si es igual a su 
traspuesto. 

La matriz asociada a un operador simetrico respecto de una base ortonormal es simetrica. 
Los operadores simetricos y hermitianos suelen llamarse tambien autoadjuntos. 

9.6.2. Propiedad 

Un operador /es hermitiano si y solo si < x, /(x) > e R, V x e V. 

1. Sea /un operador hermitiano. Entonces 

<x,/(x)> = </(x) ,x> = <x,/(x)> 

Luego 

< x, /(x)> e R 

2. Sea/tal que V x e V : < x,/(x)> e R 
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Se tiene 

</(x),x>=<x,/(x)) = </*(x),x>=> 
=></(x)-/*(x),x> = 0=> 

f*) (x),x> = 0,VxeV^ 
f* ~ 2, donde e denota el operador nulo. 

Luego 


O sea, /es hermitiano 


f=f* 


9.6.3. Propiedad 

Los valores propios de todo operador hermitiano son reales. 


Sea Aun valor propio asociado al vector propio x. Se tiene: 

A<x ,x>=<Xx ,x> = </(x),x> = <x,/(x)> = 
= <x,Ax> = X< x, x > 

Cancelando ( x , x > =£ 0 resulta X= X! 

0 sea 


AeR 

Una consecuencia inmediata es la siguiente: los valores propios de toda matriz hermitiana 
son reales. En particular, los valores propios de toda matriz simetrica y real por ser 
hermitiana, son reales. ’ y 


9.7. OPERADORES UNITARIOS Y ORTOGONALES 

9.7.1. Concepto 

Sean (V, +, C, .) un espacio unitario de dimension finita, y/un operador sobre V. 
Definition 

El operador /: V V es unitario si y solo si preserva el producto interior 
/es unitario ^<x ,y> = </( x ),/(y)> 

Sean (V, +, R,.) un espacio euclidiano de dimension finita, y/un operador sobre V. 
Definition 

El operador /: V -»• V es ortogonal si y solo si preserva el producto interior. 

En este caso, en que K = R, el operador se llama tambien real unitario. 
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Ejemplo 9'7’ 

El operador /: R 2 R 2 defiiiido por 

f(x , y) = (x cos 6 - y sen 6, x sen 6 + y cos 6) 

es ortogonal, considerando el producto interior usual. 

En efecto, el producto interior entre (xq, y x ) y ( x 2 , y 2 ) es 

((x^y^ ,(x 2 ,y 2 ))=x 1 x 2 +y, y 2 
y el producto interior entre sus imagenes es 

<f(x u yi) , f(x 2 ,y 2 )) = 

= ((Xj cos 0 —y x sen d, x x sen 6 +y x cos 0),(x 2 cos 0-y 2 sen 6,x 2 sen 0 +y 2 cos 6))~- 
= Xi x 2 cos 2 0 +y i y 2 sen 2 6 - x x y 2 sen 0 cos 6 -x 2 y x sen 0 cos 9 + 

+ Xi x 2 sen 2 0 + y x y 2 cos 2 0 +x x y 2 sen 0 cos Q +x 2 y x sen 9 cos 0 = 

=*» *2 +y i y2 =<{x\,y\)ix 2 ,y 2 )) 

/representa una rotation del piano de angulo 6, con centra en el origen. 

9.7.2. Propiedad 

Si V es un espacio vectorial real con producto interior y / es un operador, entonces/es 
ortogonal si y solo si preserva las longitudes de los vectores. 

1. Supongamos que/es ortogonal. Entonces 

/es ortogonal =><x,x) = </(x),/(x)> => llxll 2 = ll/(x)ll 2 
II XII = li/(x)ll 

2. Sea/un operador que conserva las longitudes de los vectores. 

Entonces es 

</(x + y),/(x+y)>-</(x-y),/(x-y)> = <x+y,x+y>-<x-y,x -y) 

Desarrollando ambos iniembros resulta 

</(x),/(y)) = <x,y> 

Luego/es ortogonal. 

Una consecuencia inmediata es la siguiente: los operadores ortogonales trasforman 
vectores unitarios en vectores unitarios. 

9.7.3. Propiedad 

Los operadores ortogonales conservan la ortogonalidad. 

En efecto, sea/: V -> V un operador ortogonal, y sea x ortogonal a y. 
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Resulta 

</(x),/(y» = <x,y>=0 
Luego /(x) es ortogonal a / (y). 

Observamos que no toda trasformacion lineal que preserve la ortogonalidad e- 
operador ortogonal. En efecto, si 

/: V -> V 

es tal que/(x)- 3x, entonces/conserva la ortogonalidad, pero no es un operador ortogc 

9.7.4. Propiedad 

Sea V un espacio euclidiano de dimension finita. Un operador lineal 
ortogonal si y solo si f o /= i v . 

En efecto: 

/es ortogonal «>< x , y > = </(x),/(y)> 

<> < x »y> = <x,/ l ‘(/ (y)] > o 

*<X,y>=<X,(/*<>/) (y )>0 

~/W=*V 

f* denota el operador adjunto de/, que en el caso real es su traspuesto. 

Luego 

/ es ortogonal <>/* o /= j y 

En terminos de matrices se verifica que un operador es ortogonal si y solo si la mj 
asociada respecto de una base ortonormal es ortogonal. 

Sea A tal matriz. Entonces 

/ es ortogonal «■ A 1 A ~ 1 

Observamos que todo operador ortogonal es inversible, y se verifica que 

n=f 

O sea 

A' 1 = A* 


9.7.5. Propiedad 

Sea V un espacio unitario, y sea/un operador sobre V. 

Como en el caso real, se verifica que un operador es unitario si y solo si preserva 
longitudes de los vectores. 

Se demuestra analogamente que/es unitario si y solo si f* o f=i v . 

Ademas, si A e C"* n es la matriz de / respecto de una base ortonormal, entonces/es 
operador unitario si y solo si A* = A" 1 . 

Una matriz compleja que satisface la condicion anterior se llama unitaria. 
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Definition 

A e C nxn es unitaria *> A* A = I <* A* = A” 1 . 

Toda matriz unitaria de elementos reales es ortogonal. 

Observamos que los operadores y las matrices unitarias son una generalization de los 
operadores y matrices ortogonales de los espacios euclidianos. 


9.7.6. Propiedad 


Los valores propios de todo operador unitario tienen modulo 1. 

En efecto, sea Xun valor propio del operador unitario/, y sea x un vector propio asociado 
a X. Entonces 


<x,x> = </(x),/(x)> = < Xx , Xx> = 
= XX(x ,x> 

Como < x , x > ¥= 0 resulta 

XX=1 

0 sea 


I X I 2 = 1 


Luego 


1X1= 1 


9.8. TEOREMA DE SYLVESTER 

9.8.1. Ampliation del concepto de base ortogonal 

Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un cueipo K, y sea una forma 
bilineal simetrica que denotamos con <, > sobre V. Se demuestra que si dim V > 1, entonces 
existe una base ortogonal respecto de <, > (ejercicio 9-41). 

Ejemplo 9-8 

En R 2 definimos <,) mediante 

< x x 2 -y x y 2 

donde x ~ (xj, x 2 ) ey = (y lt y 2 ). 

Esta forma no es definida positiva, pues, por ejemplo 

x — (1, 1) => <x , x >= 0 
x = (I, 3) => <x,x)=-8 

Los vectores v x - (1, 3) y v 2 = (3, 1) fonnan una base ortogonal respecto de la forma 
dada. 
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La base formada por x = (l,2) e y = (l,3) no es ortogonal. Para ortogonalizarla, 
procedemos asf: 

Sea V! = x = (l, 2) y sea 

Vj 

V 2 = y - < V! , y > —-- 

< Vi , Vi > 


Es decir 



Entonces { Vj , v 2 } es una base ortogonal de V respecto de la forma dada. 

9.8.2, Generalization del concepto de base ortonormal 

Sea V un espacio de dimension finita sobre el cuerpo de los numeros reales, y sea <, > una 
forma bilineal simetrica sobre V. De acuerdo con 9.8.1., siempre es posible obtener una base 
ortogonal. La forma no es necesariamente definida positiva, ya que pueden existir vectores 
x e V tales que < x , x > = 06(x,x)(0. 

Diremos que una base es ortonormal respecto de la forma <, > si y solo si 

< Vi, v< > = 1 6 < v, , V,- > = -1 6 < \ t , Vf > = 0 

dondc vj e [v] = { v,, v 2 ,. .v„}. 

Apartir de una base ortogonal [v’j = ) v’i,v’ 2j . . .,v*„ | es facil construir una base 
ortonormal asociada. 

En efecto, denotando < v’ f , v )) mediante a h se obtiene una base ortonormal haciendo 


Vf =V*f 

si a,- = 0 

V,= v ’'' 

si a, > 0 

' 


v’f 

Vf - —J±=. 

si a,- < 0 




La base [vj results ortononnal. 

Sea [vj una base ortogonal ordenada de modo que 

a x , a 2l .. .,a p > 0 
a P +i,.. -,a r <0 
a r+l ,...,a n = 0 

Si /es la forma cuadratica asociada a la forma bilineal simetrica < ,), entonces, respecto de 
esta base ortogonal, es 

/(X) = x\ + .. . + a p xl +a p + 1 xj + i +... + a r x 2 r 
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En este desarrollo flguran p terminos positivos, r-p negativos, y n-r variables se han 

eliminado. 

Si la base se ortonormaliza, entonces se tiene 

Los numeros p y r son independientes de la base ortogonal elegida. El entero p se llama 
fndice de positividad de la forma. Indice de nulidad de la forma es el entero n~r. Signatura 
de la fonna cuadratica es s = p - (r - p) = 2p - r. 

Ejetnplo 9-9 

Sea la forma bilineal simetrica sobre R 2 definida por la matriz 



Los vectores v, - (1, 0) y v 2 - (1, 1) constituyen una base ortonormal y se verifica que 

< Vi , Vi > = -2 (v 2 , v 2 > = 0 

9.8.3. Propiedad 

Sea <,) una forma bilineal simetrica en el espacio V, de dimension finita,sobre el cuerpo 
R, y sea el subespacio 

S 0 = { xeV/(x > y) = 0, V y e V } 

Si [v] = { Vj, v 2 ,..v n ), es una base ortogonal, entonces la dimension de S 0 cs igual al 
numero de enteros i, tales que a t = 0. 

Demostracion) 

Sea [v] ordenada de modo que 

ai^O si/ = 1,2,.. .,r 
cif = 0 si / > r 

Por ser [v] ortogonal, se verifica que 

i>r=>( v,- ,y> = 0 , VyeV 

En consecuencia 

^r+ 1 > ^,.4.2 , . . ., V n 

sonelementos de S 0 . 

Seaun elementocualquieraxeS 0) y escribamos 

X = Jfi Vj +... +x r v r +... +x n \ n 


Entonces 


}<r^0 = (x,\ j ) = Xj(Vj i v j ) = Xj aj 




306 


FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS 


Como aj ¥= 0, resultax ; - = 0 si; 

Luego 

x = x r+1 v r+1 + v„ 

0 sea 


| ^V+1 > * • •> V fl ) 

es una base de S 0 . Es decir, dim S 0 = n - r. 


9.8.4. Teorema de Sylvester 

Sea (V, +, R,.) un espacio tal que dim V = n > 1, y sea <, > una fonna bilineal simetri, 
sobre V. Si [v] es una base ortogonal cualquiera de V, entonces existen exactamente 
enteros positivos tales que < v*, v,- > > 0. 

Demostracion) 

Sean [v] y [w] dos bases ortogonales de V ordenadas de modo que si < v,- ,v, ) = fl . 
< w,-, w f ) = b u entonces ' 

^•>0 si/= 1, 2,.. .,p bi> 0 sii= 1,2,.. ,,p' 

a ,<0 si/ = p + 1,.. .,r b t < 0 si r = p' + 1,.. 

a i ~ 0 si /=r + 1. n b { = 0 si i = r'+ 1 ,..n 

Demostraremos que p~p\ Para ello observamos que los vectores 

V 1 > v 2, . . Vp, Wp>.|.i, . . ., W„ 

son linealmente independientes, pues considerando la relation lineal 


v n 



li jc - v ' + > 3 + i y ‘ v ‘ =0 

se tiene 

n n 

y efectuando 


se deduce 



a i +a px} = b P ’ +l y 2 P ' +t +... + b r yr' 

El primer miembro es mayor o igual que cero, y el segundo miembro es menor o igual qi 
cero, o sea, ambos son nulos. Entonces es 

=* 2 =. .. =x p =0 

yr‘+i=...=y n = o 
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Como dim V = n, de lo anterior se deduce que 

p+(n-p')<n 

osea 

p<p’ 

Analogamente se prueba que p’ < p y y en consecuencia resulta p~p\ 

Lo expuesto en 9.8.2., 9.8.3. y 9.8.4. nos permite afirmarque si/esla forma cuadratica 
asociada a una forma bdineal sobre (V,+, R,.) y dimV=«>l, entonces / esta 
representada por una matriz diagonal respecto de cualquier base ortogonal. Toda 
representation de este tipo admite exactamente p terminos positivos y r - p terminos 
negativos. 


9.9. DIAGONALIZACION DE OPERADORES SIMETRICOS 

Sea (V, +, R,.) un espacio euclidiano de dimension finita. 

9.9.1. Propiedad 

Sea /: V V un operador simetrico y x un vector propio de /. Si x es ortogonal a y, 
entonces x es ortogonal a /(y). 

En efecto 

<x,/(y)> = </(x),y> = <Xx ,y>=X<x ,y> = 0 

0 sea 

xi/(y) 


9.9.2. Propiedad 

Sea /: V -> V un operador simetrico y dim V = n > 1. Entonces existe una base ortogonal 
de vectores propios de /. 

Demostracion) 

1. Si dim V = 1, entonces la propiedad se cumple obviamente. 

2. Supongamos que dimV>l, y sea v t un vector propio de /. Consideremos el 
subespacio 



Se verifica que 

dim S — dim V - 1 = n — 1 

Por 9.9.1.,/ es un operador simetrico sobre S, donde el producto interior es el inducido 
por el producto definido en V. 
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verifica qu^' ‘ 1 “ ** ° rt08 ° nal “ S de vectores P ro P™ * /, entonces se 

v/lv! con/=2, 3 ,..n 

En consecuencia, / v,, v,.v„ j cs la base ortogonal en V, de vectores propios de f 

Ortonormalizando los vectores de la base ortogonal, se verifica bajo las condicionef da, 
teorema, que existe una base ortonormal de vectores propios de /en V. 

9.9.3. Consecuencia 

Traduciendo la propiedad anterior en terminos de matrices, se verifica que si A es „„ 
"“boles: " ent ° nCeS Una matdZ P ’ ° rt0g0na1 ’ que dia » 6 a a A “ Una 

A e R" xn a A = A f =>3 P ortogonal / P ( AP=D 
Los elementos de D son los valores propios de A. Observamos, ademas que todarnatm 

Pr ° Pi0S US C ° 1Umn ’ aS de P - - - 


Ejemplo 9-10 

Dada la matriz A = 
a A. 


' 2 v/2 

sfl 1 


determinamos una matriz ortogonal que diagonals 


1. Calculamos los valores propios de A. 

D(XI-A)= X ~ 2 _n/2 
-y/2 X-l 
= X 2 - 3 X 

Resulta 

^■1=0 y X 2 = 3 

2. Determinamos los vectores propios ortonormales de A 
a) \ -- 0. 

(Xi I - A)X = O^AX=0=> 

2 y/2\/ Xl 


x 2 


= (X-2)(X- 1) - 2 = 


y/2 1 

> I 2x i + y/2x 2 - 0 

' y/2x t + x 2 = o 
= ~\/2xi 


VlXi +X 2 = o => 
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Como xj +xj = 1, se tiene 
Luego 

Entonccs 


x\ + 2 x\ = 1 


\/3 _ \f6 

jc , = ± —— y x 2 - +- 

3 3 


j/T 

3 

3 


X, = 


b) Xj — 3. Con el mismo procedimiento se obtiene 

s/6 


X 2 = 


3. Kesulta 


P = 


vr 


\/3 s/6_ 

3 3 

•v/6* n/3 

~T ~T 


tal que 


P” 1 AP = P < AP= (° °\ 
'0 3/ 


Ejemplo 9-11 

Efectuamos una trasformacion de coordenadas que diagonalice la forma cuadratica /, 
defmida por 

fix i, x 2 )~ 3 a:? + 10*! x 2 +3 x 2 
La matriz de esta forma cuadratica es 

A 

Sus valores propios son: 

Xj =8 
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Resolvicndo en cada caso el sistema hoinogeneo (XI — A) X = 0 y normalizando los 
correspondientes vectores propios, se obtiene la matriz ortogonal 

V2 V2 

2 2 
P = 

%/2~ V2~ 

2 2 

La trasformacion ortogonal de coordenadas esta dada por 

X=PX’ 

0 sea 





x\ + 



Mediante este cambio, /se convierte en 

f(x’ i , jc' 2 ) = 8*’, - 2 a'I 

donde los coeficientes de las variables son los valores propios de la matriz de la forma 
cuadratica. 


9.10. MATRICES SIMETRICAS REALES Y VALORES PROPIOS 

9.10.1. Matriz definida positiva 

Sea A una matriz simetrica y real del tipo nxn. 

Definition 

Una matriz simetrica y real es definida positiva si y solo si sus valores propios son 
positivos. 

Tal es el caso de la matriz del ejemplo 9-6. 

9.10.2. Propiedad 

Una matriz real y simetrica es definida positiva si y solo si existe una matriz Q, no 
singular, tal que A = Q Q 1 . 

Demostracion) 

1. Sea A simetrica real del tipo nxny definida positiva. Por definicion, sus valores propios 
son positivos. Por 9.9.3. existe P ortogonal tal que 

P 1 A P = P* A P = D (1) 
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d nde D es la matriz diagonal formada por los« valores propios de A, o sea 

D= diag(Xi.Xa,.. K) 

Consideremos la matriz diagonal ^ 

Dj = diag (\Ai . \/K , • • •> Vhi) 


Se verifica que 


Df = D (2) 


Teniendo en cuenta (1) y (2) es 

A=PDP' 1 =PDP‘ = PD| P^PD, D{ P* = (P D,) (P D, )* (3) 


Q = (P D,) 


Haciendo 
resulta 

A = QQ 4 

donde Q es no singular por ser producto de dos matrices no singulares. 

2. Sea A simetrica y real. Supongamos que existe Q no singular tal que A - Q Q'. 
Por 9.9.3., existe P ortogonal tal que 

P' A P = D = diag (Xj, A*,.. ., X n ) 


Entonces 

P f Q Q* P = D 

0 sea 

(P f Q)(P f Q) f = D 

Llamando X, a la i-sima fila de P* Q, y por lo tanto a la i-sima columna de (P* Q)*, se 
tiene, considerando el producto interior habitual en R n 

X,Xf=X j >0 

Si fuera \ = 0, resultaria X; = 0, y en consecuencia P f Q seria singular, lo que es absurdo. 
Luego 

\ >0 V/= 1,2,.. 

Por lo tanto, A es definida positiva 

9.11. DESCOMPOSICION ESPECTRAL DE UNA MATRIZ 

Teorema. Si A e R nx '* es una matriz diagonalizable, y Xi,Xa,...,X* son los valores 
propios distintos de A con multiplicidades m lt m 2 , .. ., m s , entonces A puede expresarse en 
la forma 
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A =2 hA t 

de modo tal que se verifica 

1. A? = A/ V/= 1,2 

2. i #/ ** A, A ; - = N 

3. f A, = I 

i=i 1 

4. A A 4 = A,- A Vi = 1,2,. .s 
Demostracion) 

Por ser A diagonalizable existe P no singular tal que 


P~* A P = D (1) 

donde D es la matriz diagonal formada con los n valores propios de A, que suponemos * 
ordenados segun las multiplicidades. 

O sea 


D- 



donde los elementos no diagonals, que no figuran, son nulos. 

Denotando con I m . la matriz idcntidad del tipo mtxm h la forma bloque-diagonal de D es 


D = 




A 2 I m, 


Considerando las matrices 

I 


E i = 


\l r 


N„ 


N.. 


para/= 1,2,.. 
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Se verifica, por ser matrices diagonals, 

a) E?=E t V/ = 1, 2,..s 

b) i =* E f Ej = N 
$ 

c) 2 E,- = I, donde I es la identidad nxn 

i =1 

Ademas 

D = f 2 A, E, (2) 


3S 


i 


De (1) resulta 


A = P D P' 1 


Considerando esta relation y (2), se tiene 

a = p(,4H P ' 1 


0 sea 

A = 2 \ P E P 1 

i= 1 

Haciendo 

Af = P Ef P" 1 

resulta 

A = 2 A; A, 

i=i n 

Se verifican las siguientes proposiciones 

1. A f = P Ef P’ 1 P Ef P -1 = PE? F 1 = P Ef P’ 1 = Af 

2. /=£/=* A,- Ay = P Ef P _1 P E y P 1 . = P Ef Ey P 1 = 

= P N P 1 = N 


3. 2 A,- = 2 P Ef P' 1 = P ( 2 Ef) P" 1 = PI P’ 1 = 1 

i=l i=l «-l 

4. A Af = A P Ef P 1 = P D Ef P' 1 = P (.2 A, Ey) Ef P' 1 = P (.2 \ Ey Ef) F 1 = 
= P (Af Ef) P" 1 = A* P E f P" 1 = \ A,- (3) 

A,- A = P E,. P 1 A = P Ef D F 1 = P E, (.2 Ay Ey) P" 1 = P A, E f F 1 = 

- Af P Ef P” 1 = Af A,- (4) 

De (3) y (4) resulta 


A A,- = A,- A V/ “ 1,2,..« 
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9.12. CONGRUENCIA DE FORMAS CUADRATICAS 

9.12.1. Concepto 

Sean f y g dos formas cuadraticas reales caracterizadas por las matrices simetricas A v R 
pertenecientes a R" x ” . t 

0 sea i 

/ (X) = X f A X 1 

g (Y) =Y f BY 

Definition 

Las formas cuadraticas fy g son congruentes si y solo si existe P no singular, tal que 

B = P f AP 

Las formas cuadraticas f y g son ortogonalmente congruentes si y solo si existe P or- 
togonal, tal que 

B = P'AP=F 1 AP 

Las matrices A y B se llaman, respectivamente, congruentes y ortogonalmente ' 
congruentes. 

9.12.2. Propiedad 

Dos formas * cuadraticas reales / y g, de matrices A y B respectivamente, son j 
ortogonalmente congruentes si y solo si A y B admiten los mismos valores propios con las 
mismas multiplicidades. 

Demostracion) 

1. Sean/y g ortogonalmente congruentes. Entonces existe P ortogonal, tal que 

B = P f AP=P’' A P 

En consecuencia, A y B son semejantes y admiten el mismo polinomio caracteristico. 

2. Sean A y B con la misma fonna diagonal. 0 sea, existen Q y R ortogonales tales que 

Q 1 AQ = R' 1 B R = D (1) 

donde D es la matriz diagonal formada por los valores propios. 

De (1) resulta 

A = Q R" 1 B R Q" 1 

Luego 

A = (Q R f ) B (Q R*)* 

La matriz P = QR‘ es ortogonal, ya que Q y R son ortogonales. Premultiplicando por 
P ~ P , y posmultiplicando por P, resulta 



CONGRUENCE A 3 15 

B=P f AP 

0 sea,/y g son ortogonalmente congruentes. 

9.12.3. Propiedad 

Si f es una forma cuadratica real, entonces es ortogonalmente congruente a la forma 
cuadratica g, tal que 

#00 =\yl 

1=1 

siendo Xi, X 2 »• • •> K los valores propios de A. 

En efecto, sean D la matriz diagonal formada por los valores propios de A, y Y e R' 1 * 1 . 
Consideremos la forma cuadratica g definida por 

g (Y) = Y ( DY 

Sabemos, por 9.9.3., que existe P ortogonal tal que 

; D = P _1 AP = P'AP 

Luego fyg son ortogonalmente congruentes. 

i 

9.12.4. Propiedad 

Toda forma cuadratica real f es congruente con la forma cuadratica g, tal que 
g(Y) = .yi 4 -y\ + .. . +y* -yl + l •- ... -yt, siendo r el rango de A y p el indice de 
positividad de la forma. 

Demostracion) 

La matriz simetrica y real A admite exactamente r valores propios no nulos, ya que 
p (A) = r. Ordenamos los valores propios de modo que 

Ai, Aa,.. >p son positivos 
Ap +1 , . . . y \ son negativos 
Xr+ 1 ,..., son nulos 

Consideremos 

X, 

X 2 

! D = 

X 


Definimos la matriz diagonal 
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Como existe Q ortogonal, tal que 

Q'AQ = D 

resulta 


(QP)* A(Q P) = P' (Q f AQ)P = P' DP 

donde 



Sea aliora la trasformacion de coordenadas de matriz Q P, es decir 

X- Q P Y 


Se verifica que 


/ (X) = X f AX = (QP Y) f A (Q P Y) = Y* (Q P) < A(QP)Y 
En consecuencia,/e$ congruente a la forma cuadratica g, definida por 

g(Y)=\ t BY 

donde 


B=(QP) J A(Q P) 

Por la definition de B es 

sOO=yi +yl + "-+yl-yUi - ...-y? 

La forma cuadratica g se llama forma canonica de f. Se verifica que dos formas 
cuadraticas son congruentes si y solo si tienen la misma forma canonica. 



FORMA CANONICA 


317 


Ejemplo 9-12. 

Reducimos a la forma canonica la forma cuadratica/: R 2 R definida por 

f(xi,x 2 ) = x\ - 2Xi x 2 +xj 
1 La matriz de la forma cuadratica es 

/ 

1 -1 

r 

A = 


El polinomio caracteristico es 
D (Xi — A) = 


-1 1 

X- 1 1 

1 X- 1 


= X 2 - 2 X 


Los valores propios son, entonces 

Xj — 2 y X 2 = 0 

2. Como el numero de valores propios positivos es 1, la forma canonica congruente es 
g, definida por 

g(yi,y2) = y 2 i 

Efectuamos el procedimiento indicado cn el teorema anterior para obtenerla. 
Calculando los vectores propios asociados a Xi y X* sc obtiene 

1 


Xi 


-1 


La matriz ortogonal correspondiente es 


Se verifica que 


•-4 


Q f AQ = 


y x 2 = 

1 1 
1 1 

2 0 
0 0 


La forma cuadratica ortogonalmente congruente a/ es h , tal que 

h (z 1 , z 2 ) = 2z? 

Sea 


P = 


1 0 1 


m 0 

\Ai" 


2 

0 1 ] 


i 0 1 
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Entonces, haciendo X = Q P Y, se tiene 

i (Y) - Y f (Q P)* A (Q P) Y = 

= Y* P* Q'AQPY = Y' P f DPY = 
= Y'B Y 

donde 


O sea 


B = P f DP = 


g(yi>yi)=y\ 


^ o' 
2 


I 2 

0 


IV2 

I 2 

0 

0 ij 


0 

0 


1 o 

1 j 

\/2 0 

V2 

2 

0 


h 

0 0 

0 

1 


0 


9.13. SIGNO DE UNA FORMA CUADRATICA 

Sea/una forma cuadratica real defmida por 

/(X)=X r AX 

donde A es una matriz simetrica real del tipo nxn. 

9.13.1. Definiciones 

1. /es defmida positiva si y solo si 

X'AX>0 V X 0 

2. / es semidefinida positiva si y solo si 

X'AX>0a3X^0/X'AX=O 

3. /es defmida negativa si y solo si la forma cuadratica g defmida por 

g(X) = X l (-A)X 

es definida positiva. 

4. / es semidefinida negativa si y solo si g\a\ que 

■S(X) = X f (-A)X 


es semidefinida positiva. 
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Ejemplo 9-13. 

Determinamos el signo de la forma cuadratica/: R 2 R definida por 

/(X) = 3xj - 2x t x 2 + 2x\ 


Se verifica que 

/(X)= 2xj +j <\ - 2x t x 2 +x\ +x\ 

0 sea 

/'(X)= 2x\ +(xj -x 2 ) 2 +x\ 
Como/(X) > 0, V X =£ 0, resulta/definida positiva. 


9,13.2. Propiedad 


La forma cuadratica real /, tal que /(X) = X f A X, es definida positiva si y solo si los 
valores propios de A son positivos. 

En efecto, sabemos que toda forma cuadratica real es ortogonalmente congruente a una 
forma cuadratica g tal que 


£00 = 4 ^ 

siendo Aj, X 2 ,. .A,, los valores propios de A. Como ejercicio del trabajo practico se 
propone la demostracion de que el signo de una forma cuadratica no van a frente a 
trasformaciones de coordenadas. Esto significa que el signo de f es igual al de g. Luego 

/ es definida positiva g es definida positiva \ > 0, Vr 

Diremos, entonces, que una forma cuadratica es definida positiva si y solo si la 
i correspondiente matriz es definida positiva. 

Analogamente se demuestra que: / es definida negativa si y solo si sus valores propios son 
negativos; / es semidefinida positiva si y solo si sus valores propios son mayores o iguales que 
0 y alguno de ellos es 0; / es semidefinida negativa si y solo si sus valores propios son 
menores o iguales que cero, pero alguno de ellos es 0. Si existen valores propios positivos y 
i negativos, diremos que la forma cuadratica es indefmida. 

El lector podra demostrar como ejercicio del trabajo practico que una forma cuadratica 
real f, definida por /(X) = X* A X, es definida positiva si y solo si los menores prineipales de 
la matriz A son positivos. 

Ejemplo 9-14 

Analizamos, utilizando el criterio de los menores prineipales, si la forma cuadratica/, 

\ definida por 
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f(x i ,x 2 ,x 3 )=2xi +xj + 3xl +2 Xl x 2 -2 x 2 x 3 
es definida positiva. 

La matriz de la forma cuadratica dada es 

(2 \ 0 

A= f 1 1-1 

\ 0 -1 3 

Sus menores principales son 

a n =2>0 
an a n 2 1 

= 1>0 

a 2\ a 22 1 1 

D (A)= 1 >0 


Luego, /es definida positiva. 


TRABAJO PRACTICO IX 


9-15. Sea (V, +, K,.) un espacio vectorial. Demostrar que el conjunto B(V) de todas las 
formas bilineales/ : V 2 -*• K es un espacio vectorial sobre K, como se indica en 9.2.1. 

9-16. Sea g ■ V 2 -+ K una forma bilineal. Demostrar que g y : V -> K, defmida por 
g y (x) = g(\, y), es una forma lineal. 

9-17 , Una forma biiineal / sobre R 3 esta caracterizada por la matriz 

/ 1 2 -1 

A= j 1 0 -2 

\ 0 1 1 

i) Obtener/(x, y). 

ii) Detemiinar la matriz de / respecto de la base 

1(1, U), (1,1,0), (1,0, 0)} 

9-18. Determinar la forma escalar de las formas cuadraticas asociadas a las formas bilineales 
?(X,Y)=X i AY, en los siguientes casos: 

i) / 3 -a/ 2 0 \ ii) /1 0 0 \ 

A = -\/2 1 0 A = [ 0 -1 0 

\ 0 0 -1 / \ 0 0 1/ 

9-19. Sea/la forma cuadratica real definida por 

/(X) = X 2 

donde X=— 2 X. l‘ X. 
n n 

Obtener la matriz de/respecto de la base canonica en R n . 

9-20. Determinar las matrices de las formas cuadraticas sobre R” defmidas por 

i) /(X) = « X 2 ii) /(X) - .2 (X f - X) 2 
Investigar la idempotencia de tales matrices. 
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9 21. Sean g una fomia bilineal simetrica sobre v v f i r 

Demostrar que V, y / }a f orma CUadr a t i ca 

i ) ?(x,y)=j(f(x+y)-f (x - y) ) 

ii) * (x, y) = i. (/( X + y) „ /(x) _ /(y) j 

9-22. Detenninar la matriz de la forma cuadratica sobre R 3 definida por 

f(x l ,x 2 ,x 3 ) = xj ~4Xi x 2 +2xl 

“ “ -IZT" - - •»*»/: 

^ ( x » y) = /(x + y) - /(x) - /(y) 

Suponiendo que g es bilineal, y que f(a x\ = a 2 f(*\ W/, c v w ,, 

/es una forma cuadratica y determine la forma biline'al de la cual provi;„ e emOS,rar 

/(V.) = W i, entonces/es ortogonal. ' P d r <l ue verifica 

9 ' 25, Si ^'^ai:c^re: s n ; ita "■ con p ;° duct ° ^ 

{/(V,)) es una base ortonorn^ de V ' '* "" ^ « V ’ 

9 ' 26 ' T-l. “ na mattiZ ° rt080nal diag0nal - D ~ f ios elementos de la diagonal son 1 
9-27. Sean las matrices 


P = 


* umiiuid u tai que (j = u 1 p (J 

9-28. Demostrar que toda matriz simetrica y real admite un vector propio. 

9-29. Obtener, en cada caso, una base ortogonal de R 2 form.H* „ . 

las siguientes matrices: por 0S vectores propios df 


/ cos 0 

-sen 0 \ 

• . 

) Q= ( 

( C i6 

° ) 

\ sen 0 

cos Q ) 

\ 

0 

a'o) 


0 



ii) 


A = 


9-30. Comprobar que la matriz 
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,.( 1 * 

\ V2 2 

es definida positiva y obtener Q no singular, tal que A = Q Q*. 

9 si Obtener una trasformacion ortogonal que diagonalice a la forma cuadratica 

/(X) =x]+2 \f6xi x 2 + 2x\ 

9 32 Demostrar que el signo de una forma cuadratica real no varia si se efectua un cambio 
de base. 

93l oemostrar que si /(X) = X‘ A X es definida positiva, entonces g (Y) = Y* A" 1 Y es 
definida positiva. 

9-34. Detenninar el rango y la signatura de las formas cuadraticas definidas por 

i )/(*i, = + +6x * “ 2x iX3 +4x 2 x 3 

ii )f(x J ,x 2 )^(x l -X 2 ) 2 

9-35. Obtener la descomposicidn espectral de la matriz C del ejercicio 8-15. 
s 

9-36. Sea 2 \ A,- la descomposicion espectral de la matriz A. Demostrar 
i -1 

i) A y B son permutables si y solo si B permuta con cada A,-. 

ii) Si A es no singular, entonces la descomposicion espectral de A -1 es 

2 X? A, 

i=l 

9-37. Demostrar que toda matriz cuadrada real no singular puede expresarse coino producto 
de una matriz ortogonal y una matriz definida positiva. 

9-38. Expresar la matriz 

i / -i 

A V5"\vT 2 / 

como producto entre una matriz ortogonal y una matriz definida positiva. 

9-39. Demostrar que una forma cuadratica real/(X)= X* A X es definida positiva si y solo si 
los menores principales de A son positivos. 

9-40. Sean dos formas cuadraticas/y g en R n definidas por / (X) = X f A X y g (X) ~ X* B X. 
Sabiendo que f es definida positiva, demostrar que existe una trasformacion de 
congruencia que las reduce a 



OL)=y\ +yl +---+y 2 n 
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y 

gl (Z) = X, z\ +. .. +\Zn 

9-41. Sean (V, +, K, .) un espacio vectorial de dimension finita, y < ,) una forma bilineal 
simetrica’ »bre V. Una base fv] es ortogonal respecto de < ,> si y solo si 

Demostrar que si V 4= { 0 | , entonces V admite una base ortogonal. 


Capitulo 10 


CONVENXIDAD . PROGRAMACION LINEAL 


10.1.1NTRODUCCION 

A partir de la distancia definida sobre la base del producto interior habitual, se estudian y 
se clasifican puntos y subconjuntos de R”. Se generalizan las nociones de recta, piano, 
semipiano y semiespacio estudiadas en el capitulo 7. Se presenta una introduccion a los 
conjuntos convexos en R", y se estudian sus propiedades fundamentales. Despues de 
relacionar la convexidad con las trasformaciones lineales, se desarrollan los conceptos de 
hiperplano soportante y de puntos extremos. Finalmente, y en conexion con lo anterior, se 
esboza una introduccion al problema general de la Programacion Lineal, y al metodo 
simplex. 


10.2. CONJUNTOS DE PUNTOS EN R" 

En lo que sigue consideraremos el espacio vectorial (R n , +, R,.) con el producto interior 
habitual, es decir, definido por 

(x , y > = 2 x i y i = X t Y 

x=i 

donde X e Y denotan las matrices columnas asociadas a los vectores x e y. 

10.2.1. Esfera abierta en R' 1 
Definition 

Esfera abierta de centro a e R n y radio r > 0 es el conjunto de puntos de R n cuyas 
distancias a a son menores que r. 

El simbolo S (a, r) se lee: “esfera abierta de centro a y radio r”. 

S (a, r) = { x e R n / d (x , a) < r } 


O sea 


S(a,r)= i xeR”/ il x - ail<r } 
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0 bien 

s (a .')={ xeR " l.£(x, ~ a,)* <r* I 

En particular, si« = 1, se tiene el segmento abierto de longitud 2r cuyo punto medio 

t __ “ 

°^z^ziz i 

s (a, r) 

S(a, r)=(xeR/lx —al<r)={xeR/a-r<x<a+r) 

En R 2 , S (a, r) es el interior del circulo de centra a y radio r. 



S(a,r)=|x e RVllx-all <r) = | (*„**)/(*, 


+ (*2 - a 2 f < r 2 j 


10.2.2. Punto interior 

Sea C un subconjunto de R". 

Definition 

a eC es un punto interior de C si y solo si existe r>0 tal 1 r 
centra a y radio r esta incluida en C. X * 1 q 3 esfera abierta 

a e C es interior deC^3r>0/S(a, r)CC 
Los puntos de todo intervalo abierto en R son interiore* cj ♦ , 

sus puntos, salvo los extremes, son interiores. S “ “ ° CS cerrado - todos 

10.2.3. Punto frontera 


de 


Sea C C R". 
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Definition 

a e R” es un punto frontera de C si y solo si toda esfera abierta de centro a tiene 
interseccion.es no vacias con C y C c . 

a 6 R" es frontera deC < ^Vr>O:S(a,r)nC : ^ : 0A S (a, r) n C t 6 </> 



El pun to a ^C, pero es Si C = A U { a | , entonces el punto ais- 

frontera de C. lado a es frontera de C. 


10.2.4. Punto de acumulacion 

Sea C C R n . El simbolo S* (a, r) se lee: “esfera reducida de centro a y radio r" e indica la 
diferencia entre S (a, r) y { a ). Es decir, S* (a, r) denota la esfera abierta de centro a y radio 
r, excluido el centro. 

Definition 

a e R" es un punto de acumulacion de C si y solo si la interseccion entre C y cualquier 
esfera reducida de centro a es no vacia. 

a e R n es de acumulacion deC^VrX): S^Ca.^HC^^ 

Los puntos de acumulacion de un conjunto suelen llamarse puntos limites. 

Observamos que un punto de acumulacion de C C R fi no pertenece necesariamente a C. 
Tal es el caso de la figura siguiente: 
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a /C, es punto frontera y tambien de 
Si consideramos 


acumulacion de 


C. 



. « C as punto frontera de C, pero no es de acumulacion de C 
contteneTnSrs Ztost “ “» *>™“> - acumulacidn de C, 

10.2.5. Conjunto abierto 

Sea C C R" 

Definition 

c es abierto si y solo si todos sus puntos son interiores. 

C es abierto -^VaeC, 3r>0/S(a,r)nc = S(a,r) 

interseccion^eToda falniba'finit^d^abiertos'es abierto^ 01 ' “ “ C ° njUnt ° abiert0 ' * la 

Cue un conjunto Abierto no * h defi "“" - deduce 

10.2.6. Conjunto cerrado 
Consideremos C C R”. 

Definition 

c es cerrado si y solo si todo punto de acumulacion de C pertenece a C 

*' r r — * 

derivado de C. Diremos entonces que P ™ e acumula C“n de C, se llama 

C es cerrado <*C’CC 

Ca siguiente figura 
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C 


senta un con junto cerrado, donde C’ = A. Los conceptos de abierto y cerrado no son 
cluyentes, ya que existen conjuntos que no son abiertos ni cerrados. 

6X Este es el caso de un conjunto formado por la union de un disco abierto y un punto 
aislado. Observamos, ademas, que un segmento abierto es un conjunto abierto en R, pero no 
lo es en R 2 ; o sea, el concepto de abierto es relativo al espacio metrico que se considere. 

El lector podra demostrar, como ejercicio del trabajo practico, que un conjunto es 

cerrado si y solo si su complementario es abierto. 

Se verifica que la interseccion de toda familia de cerrados es cerrada, y que la union de 
toda familia finita de cerrados es un conjunto cerrado. Estas proposiciones son consecuencia 
de la propiedad anterior. 

10.2.7. Clausura de un conjunto 

Sea C C R n . 

Definition 

Clausura de C es la union entre C y su derivado. 

El sfmbolo C se lee: “clausura de C”. 

Se tiene 

c=cuc 

0 sea, la clausura de C es la union entre C y el conjunto de sus puntos de acumulacion. Se 
demuestra que la clausura de un conjunto cualquiera es cerrada. Mas aun, que la clausura de 
un conjunto C es la interseccion de todos los cerrados que inlcuyen a C. En este sentido, la 
clausura de C es el minimo cerrado, en el sentido de inclusion, que contiene a C. 

10.2.8. Conjunto acotado 

Sea CCR n . 

Definition 

C es acotado si y solo si existe r > 0 tal que 

a € C => II a II < r 
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0 sea, C es acotado si y solo si existe r > 0 tal que 

C C S (0, r) 

Definition 

C esta acotado por debajo si y solo si existe a e R n tal que 

x e C =*■ a < x 

La notation vectorial a < x significa que a { <x h V/ = 1,2,..., n. 

Definition 

C esta acotado por arriba si y solo si existe a e R" tal que 

xeC =>x <a 

El conjunto C C R 2 indicado en la siguiente figura esta acotado por debajo, pero no 
arriba 




10.3. SEGMENTOS, HCPERPLANOS Y SEM1ESPACIOS 
10.3.1. Rectas y segmentos en R n 

Sean Pj y P 2 dos puntos distintos de R' ! . La ecuacion vectorial de la recta P t P 2 es 
x = Pi +t (P 2 - PO donde r e R 



RECTA Y SEGMENTO EN R" 



Por distributividad respecto de la suma en R n y en R, se tiene 
X = rP 2 +(1 - 0?i conteR 
La recta determinada por Pj y P 2 es el conjunto 

P* P 2 = ( X e R" / X = r P 2 + (1 - 0 Pi) 

El segmcnto P! P 2 se obtiene haciendo variar el parametro t entre 0 y 1, o sea 
XeP, l\ oX = t? 2 +(l-t)? i A0<t<\ 

Observamos que cualquier punto del segmento determinado por Pj y P 2 puede expresarse 
como combination lineal de estos, con escalares no negativos y cuya suma es 1. 

Ejemplo 10-1 

La ecuacion vectorial parametrica de la recta determinada por Pi (3, 0) y P 2 (0, 4) es 

(xi,^ 2 ) = (3,0) + r(-3 J 4) 

El sistema de ecuaciones cartesianas parametricas es 

x t =3 - 3 t 
x 2 =4 t 

Eliminando el parametro resulta la ecuacion cartesiana 

Xl =3-3^~ 

4 


0 sea 


4 x x +3x 2 = 12 (1) 
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La representacion es 



El vector c = 41 + 3 J 


es normal a r . En notation matricial, la 


donde C=/ 4 ) y x = I Xl 


C t X=l2 


ecuacion (1) se escribe 


*2 


La distancia entre 0 y r es 


La igualdad 


<*(<>,/■) = |p c p,| = = 

IIC1I 5 

C *X = k 


direCCi6n a S1 ' mi 


Ejemplo 10-2 
El segmento determinado 


dado 


por 


POT P ‘ y P2 - con ias coordenadas del ejemplo 
, C*i,*j) = f(0,4) + (i_ / )(3 j0 ) conO«r«i 

( 2 - 2 ) (°.4 0+(3 30) = (3 3/,4/j 

de donde resulta t = ~ 

2 ‘ 


misma en la 


anterior, esta 



HIPERPLANOS 

10.32. Hiperplanos en R" 

Definition 

Un hiperplano en R" es un conjunto de puntos de R 11 tales que 

C t X = k 

donde C denota un vector columna de n componentes y k es un numero real. 



El vector C es ortogonal a 7T. En efecto, sean Pj y P 2 pertenecientes a 7T. Entonces es 

C* P! ~k a C*P 2 =k 


Luego 


C'(P 3 -P,) = 0 

0 sea, el producto interior entre C y cualquier vector de 7T es cero. 
Luego 


C i 7T 


La ecuacion de un hiperplano que pase por el origen es 

C'X-0 

La ecuacion normal vectorial se obtiene dividiendo por IICII y considerando k en valor 
absoluto, o sea 

— X= — 

lien lien 

Esta igualdad puede escribirse 

N { X=p 
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1 


donde N es un vector unitario normal al piano. El niimero ~ es, en valor absoluto 

. II C il ’ *3 

distancia del origen al piano. 

Los hiperplanos de ecuaciones C[ X = k, y C\ X = k 2 son paralelos si y solo si C, = C 

En R 2 un hiperplano es una recta. En R 3 es un piano. 

La ecuacion cartesiana del hiperplano cuya ecuacion vectorial es 

C t X = k, 

se escribe 

n 

2 C, X; = k 
1=1 1 ' 

Consideremos el caso de un hiperplano cuyas intersecciones con los ejes sean positivas I 
siguiente figura ilustra la situacion en R 2 a 



La ecuacion es 

C = & 

donde A:>0. Mostraremos que si el hiperplano se traslada paralelamente a si mismo en la 
direccion del vector normal, entonces el termino independiente de la ecuacion crece. En 
etecto, el luperplano que pasa por X,, de vector normal C, esta definido por 

C f X = /Ci 

Si consideramos el hiperplano con el mismo vector normal, que pasa por 

X 2 = Xj + a C, con a > 0, 


C l X = k 2 


sc tiene 
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Como 

C'X^C^X, +aC) = C t X 1 +aC t C = k 1 +a licit 2 

results 

k 2 ^ k\ 

Xodos los puntos del hiperplano de ecuacion C f X = & 2 verifican c t X>k 
Se propone como ejercicio del trabajo practico la demostracion de la siguiente propiedad* 
todo hiperplano es un conjunto cerrado. v 

10.3.3- Semiespacios 
Un hiperplano 7T de ecuacion 

C t X = k 

determina una partition de R n en tres conjuntos: el hiperplano ir y dos semiespacios 
abiertos de borde 7r. 

Ilustramos esta situation en R 2 . 



Definition 

Semiespacios abiertos de borde 7T son los conjuntos 

Sr = (XeR n /C'X<^| 
S 2 = { X e R" / C f X > A: j 

Definition 

Semiespacios cerrados de borde 7r son los conjuntos 
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S, = {XeR»/C‘X<*) 

S ™ ^V *- lo» semiesp ac j 0s 


10.4. CONVEXIDAD EN R" 

10.4.1. Conjuntos convexos 

Sea C C R n , 

Definition 

puntos^de C e^cluXen C ^ d “ ado P« eualquier p ar de 

CCR^esconvexoop, eCfi P 2 eC^?Tf 2 CC 


Sabemos que 


P i ?2 ‘ Xe R ” / X ~ 1 p 2 + (1 - t) Pj a 0 < t < 1 


convexa de dos puntos cualesquiera de C pertenece a C Eu” t0 , da “ mbina ™» 
combinaciones convexas de P, y P 2 e s el seg,nen,o cuyos extanos sonT to "‘pulf^ * 

10.4.2. Propiedad 

La intersection de dos conjuntos convexos es un conjunto convexo 

yPfp^ecientes 2 aC^verificaque" C “ C ° nSiderem ° Sd “ P “"‘° s P, 

P,_e^A P 2 eC~P.ec, a P, eC 2 a P 2 ec, a P 2 eC 2 ~ 

" Pl Pj CCl A Pl Pj cc * ^P. ?2 ec, n C j ^pTIT cc 

esta mcluido en la intenseccion de estos. J d d ° S con J Untos ’ entonces 

10.4.3. Combinaciones convexas 
Sean Pi, P 2 ,..P m pertenecientes a R*. 


cc 
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cios 


de 


b 

ion 

las 


P. 


Definition 

Combinacion convexa de los puntos Pi, P 2 ,.. P m es todo vector del tipo 


donde 


£ p . 


2 ot: = 1 y <*.• >0, V/ = 1,2,..., m. 

i=1 


propiedad 

El conjunto de las combinaciones convexas de los puntos Pi, P 2 ,..P m , es convexo. 
Bipotesis) { Pi, P 2 »• • •» P m } C R" 

, m m > 

Tesis) C = j .2 at P, / .2 ot f = 1 A a, > 0 ) es convexo 

Demostracion) 

Se trata de probar que toda combinacion convexa de dos puntos cualesquiera de C, 
pertenece a C. Sean P’ y P” pertenecientes a C. Ahora bien 

m m 

P’eC aP” eC =► P’ = 2 c*;p,aP” = 2 a’}P, 

«=i ' ' i=i ‘ 1 


donde 


0 <<*;•, 0 < a”- y .2 a) = .2 a ’\ = 1 


Como 


t P” + (1 - 0 P = *.2 a; P, + (1 - 0.2 «” P f = 

m 

= 2 (J a; + (1 -/)“!’) Pi 

resulta / P” + (1 — 0 P’ una combinacion convexa de los m puntos dados, pues 

0<a) =>0<ra} 

0 <«;■’=> 0 < (i - 0 «r 

Luego 

0<t aj 4- (1 - 0 <*” 

Ademas 

m mm 

2 t a) + (1 - 0 a i’ = t 2 a} + (1 - t) 2 a” = 1 

El conjunto C, representado en la figura siguiente, es el conjunto de las combinaciones 
convexas de los puntos Pi, P 2 , P 3 y P 4 pertenecientes a R 2 
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10.4.4. Casco convexo de un conjunto 
Sea C un conjunto no vacio de R". 

Definition 

Casco convexo de C es la interseccion de todos los convexos que incluyen a C. 

incluyeaC COnVeX ° de CCR ” eS el mMmo convexo ( en el sentido de inclusion), < 
Sea C el casco convexo de C. Hntonces 

c = nc, 

donde j C,- /1 e I} es la familia de todos los convexos que incluyen a C. 

Ejemplo 10-3 

• En R". eloasco convexo del conjunto C = { P,, P a } , donde P, #P 2 eS el 
segmento P t P 2 . ' 1 2 ’ b 

• En R 3 , si C es la superficie esferica de radio 2 con centro en el origen, entonces C es 
la esfera correspondiente. En terminos analiticos, se tiene 

C = | XeR 3 / 11X11 = 2) 

C=.| XeR 3 / IIXII < 2 I 

10.4.5. Propiedad 

El casco convexo de un numero finito de puntos de R" es el conjunto de It 
combinaciones convexas de ellos. J 

Sean P, P 2 ,,.P m pertenecientes a R". En 10,4,3. hemos demostrado que el conjunl 
de las combinaciones convexas de estos puntos es convexo. 

Este conjunto que denotamos mediante S, es un convexo que incluye 

convexa deYodos cllos. ” ^ * '° S d “ S de “ ““ 

Consideremos ahora la interseccion de la familia de todos los convexos que incluyen a 

O S63 

C = n C,- / C,- 3 C a C,- es convexo 
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pebemos probarque 

CCA y A es convexo =^SCA 

Razonamos inductivamente sobre m. 

1 si m = 1,1a proposition se verifica obviamente, ya que S = C. 

2 Suponemos la validez para w-1. Se tiene 

m m 

P e S =* P = 2 at P. a 0 < oci a 2 a.- = 1 

i=i ‘ ‘ ' i=l 1 


Sea a m * 1; entonces 
' P==(l-a ra )| 


—2L- p, + —^2— P 2 +. .. + r»izL_ 
1 - Otm 1 ~ 0f m 1 ~ «« 


Pm-i +ft m P m 


q: - 0 ! m i , 

El vector - - —Pj + . . . + —— P m .| es una combinacion convexa de 

1 - «m 1 - «m 

p P 2 ,..P m -i> y P or * a hipotesis inductiva pertenece a A. Como este es convexo, P, que 
es una combinacion convexa de dos puntos de A, pertenece a A. 

En conseeuencia 

S CA 

0 sea, C = S. 

Definition 

Poliedro convexo generado por un numero finito de puntos es el casco convexo que 
ellos determinan. 

El triangulo representado en 10.4.3. es el poliedro convexo generado por Pj, P 2 , P 3 y P 4 . 


10.5. CONVEXIDAD Y TRASFORMACIONES LINEALES 
10,5,1. Imagen de un conjunto convexo 

La imagen de un conjunto convexo, por toda trasformacion lineal /: R n -> R m , es un 
conjunto convexo. 

Hipotesis) f : R” -> R m es trasformacion lineal 
C C R” es convexo 
Tesis) / (C) es convexo en R m 

Demostracion) Sean Q’ y Q” pertenecientes a /(C). Por definition de imagen, existen P’ y 
P” en C, tales que 

/(P’) = Q’ y /(P”) = Q” 

Como C es convexo, se verifica que 

t P” +(1 -r)P*eC 
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Luego 

f/(P”) + (1 - /)/(?’) e/(C) 

0 sea 

'Q” + 0 ~0Q* e/(C) 

Hn consecuencia,/(C) es convexo. 


10.5.2. Preimagen de un conjunto convexo 

co^rir o de U " COnjUnt ° COnVCX °- POr t0da lineal/: R^R». 

Hipotesis) /: R» -R m es trasformacion lineal 
C C R m es convexo 
Tesis) / 1 (C) es convexo en R". 

Demostracion) Consideremos dos puntos cuaiesauiera P’ v P” i 

de preimagen, de trasfoJUn lineal yTeconvexLd, * C 

P * e/ 1 (C) a P” ef^ (C) -*/(F) e C a/(P”) e C => 

^ t f (P”) + (1 - 0/(P’) e C =>f(t P” + (i _ t ) p>) e c 
=>'P”+(1 -OP’e/'i (C) 

Hn consecuencia,/ 1 (C) es un conjunto convexo. 


10.5.3. Convexidad de hiperplanos y de semiespacios 

1. Todo hiperplano es un conjunto convexo 
Consideremos C e R" y la funcion /: R" -» R definida por 

/(Xj-C'x 


R" 



Esta defmicion caracteriza a / como trasformacion linea 
memo es keR es convexo. De acuerdo con 10 5 2 
convexo en R". Tal preimagen es el conjunto ’ 


El conjunto cuyo unico 
preimagen por /, es un 
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{ X e R" / f(X) = C t X = &} 

0 sea, el hiperplano de ecuacion X = k. 
jj E i conjunto C= I x eR/x>kl es convexo. 

Pi P 2 

__ 0 -•-•- 

k *1 x 2 


R 


En efecto: 

P, eC a P 2 eC =>X! >k a x 2 >k=> 
^tx 2 +(l - t)xi> tk + (\ - t) k = k 


III. Todo semiespacio abierto es un conjunto convexo. 
Considerando la trasformacion lineal f : R n R definida por 

f(X) = C t X, 


y que el conjunto 

{xeR/x>fc( 

es convexo, entonces su preimagen, o sea 

| X e R" / / (X) = C* X > &} , 

es un conjunto convexo, de acuerdo con 10.5.2. 

Tal preimagen es el semiespacio de inecuacion 

C*X>* 


IV. Con criterio analogo se prueba que todo semiespacio cerrado es un conjunto 
convexo. 

V . La interseccion de un numero finite de semiespacios, por ser estos conjuntos 
convexos, es un conjunto convexo. Tal interseccion, como lo muestran las siguientes 
figuras, puede ser acotada o no. 
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10.6. HIPERPLANOS SOPORTANTES 

10.6.1. Propiedad 

Si C es un subconjunto cerrado y convexo He 
pcrtenece a C, o bien existe un hiperplano tt al aue nerte t0 p CeS cualquier P«nto p eR , 
en u„o de los do s semiespacios abiertrc da horde T X “ qUe C es « ^ 

demostrarem^que aLteun verifi^T^T 68 ^ P/C; es,e * 

Consideremos la funcion q nflc a lo afirmado en el enunciado. \ 


definida por 


f:C-> R 


/p(X)=«X-PI) 



La funcion f p es continua y alcanza el nunimo en C. O sea 

tj . . 3AeC/XeC =>f p (A) <lf (X) 

Ls dear, existe A e C tal que 

IIA~PK||X-P|| vXeC 

Sea N = A - P. Se verifica que N ^ 0, pues AeCvP^r a f 

ortogonal a N que pasa por P es tal que C esta incLdn qUe el 

abiertos detenninados por el. Q cluido en uno de los dos semiespacfo 

La ecuacion de tal hiperplano es 

N f (X - P) = o 

0 sea 

semiabierto (0,^ ] se verified que^ 8 ^ 0 ^ A ’ * nt0nce * para todo t Perteneciente al intern! 
IA-PK | A _ /(B _a)_p„ = l(A-P) + /( B _ A )| 
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t 

ii; 

a* 


do al cuadrado y teniendo en cuenta la expresion del cuadrado del modulo y la 
k'butividad del producto interior, en notacion raatricial, resulta 
dlStfl || a - PH 2 < il A - PIP + 2 t (A - P Y (B - A) + t 2 II B - Ail 2 


Despues de cancelar y dividir por t: 

0 <2(A-P) ( (B-A) + f IIB-All* 


Para t 0 es 

0<(A^P) f (B - A) = N*(B-A) = N< B-N f A = 

= N* B - N* A + N f P - N* P = N* (B - P) - N f (A - P) 


0 sea 
De donde 

Y como N‘ N > 0, pucs 
Es dccir 


0<N* (B - P) - N* N 

N t N<N t (B-P) 

N ^ 0, resulta 

0 <N* (B-P) 

N e B>N f P 


En consecuencia, B pertenece al semiespacio de inecuacion 

N'X>N f P 


0 sea, C esta incluido en el semiespacio abierto determinado por la inecuacion 

N t X>N t P 


an; 

cic 


d] 


10.6.2. Hiperplano soportante 

Sea P un punto frontera del subconjunto convexo C C R". 

Definition 

7 T es un hiperplano soportante del conjunto convexo C en el punto frontera P si y solo 
si C esta incluido en uno de los dos semiespacios cerrados de borde IT. 

Queda como ejercicio del trabajo practico la demostracion de la siguiente propiedad: si P 
esun punto frontera de un conjunto convexo C, entonces existe un hiperplano soportante de 

C enP. 

Ejemplo 10-4 

Consideremos un conjunto convexo C y el hiperplano de ecuacion 

N l X = k 
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Sabiendo que 


afirmamos 

En efecto, 

Euego 


X>k 


- — - W 

srsasi-isuas*;;* 

P-eNeC 


C. 


Io que es imposible, 
En consecuencia, P 
P. 


N‘(P-eN) = N'P-eN‘N = *- £N 'N<* 

ya que todo punto de C satisface (1) 

es un punto frontera de C, y „ es u „ hipe.plano 


soportante 


d eCen 


10.7. PUNTOS EXTREMOS 
Sea P un punto del conjunto convexo C C R” 

Definition 

P es un punto extremo de C si v solo 

pertenecientes a C tales que ‘ 611 dos puntos distintos P, y { 

P / P 2 + (1 p j dondeO<?<j 

C ° nVeX0 n ° PertCnece aI ~o able* 



m^osqus m J P “‘ ene " r a ™ induido dll 


Todo liipeipiano soportante de 
contiene un punto extremo. 


un conjunto convexo, 


cerrado y acotado por debajo, 
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esta afirmacion consideremos un hiperplano soporiante de C en un punto 
para P rob ^ tal hiperplano, y su ecuacion 

ft»" teraP ° N'X = N'P„ 


Consideremos el semiespacio 


cerrado definido por 
N'X>N*P 0 VXeC 



Probaremos que todo punto extremo de A es un punto extremo de C. En consecuencia, el 
problema queda reducido a la determination de los puntos extremos de A. 

Supongamos que P sea un punto extremo de A no perteneciente a C; entonces existen Qi 

y Q 2 en C tales que 

P = tQ 2 +(i - OQi A 1 (1) 

Ahora bien 

Pe7T=>N f P = N'P 0 (2) 

De (1) se deduce 

N‘P = fN < Q 2 + (1 -f)N*Q, 

De esta igualdad y de (2) resulta 

N f P 0 = ? N* Q 2 +(l-f)N e Qi (3) 

Ademas 

Q t eCA Q 2 eC=>N‘ Q, >N‘P 0 aN* Q a >N f P 0 
Supongamos que se verifica alguna desigualdad estricta, por ejeinplo, N* Q 2 > N ( P 0 . 
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Entonces, considerando (3) se tiene 

N ip 0 >rN'p 0 +(1 -/)N'p 0 =N'p 0 
lo que es absurdo. En consecuencia, se verifica que 

N 'Q, = N'P 0 a N f Q 2 = N'p 0 

O sea 

y esto contradice la suposicion de que P es un pu nt o extreme de A 

extrelTT C ° m ° *" W ° ^ ***> p *«“ » de.erminacion efectiva de un punto 

punt e os“s qUe t0d ° COnjUn, ° "«■*> y convexo es el casco convexo de j 

Las figuras iiustran esta situacion v tambien pi 
abierto no es el casco convexo de sus puntos exlremos. ^ ^ COnvexo no ac °tado 0 





10.8. INTRODUCCION A LA PROGRAMACION LINEAL 
10.8.1. Concepto 

Sr r “““• •• - ««■ - - 

apltcable a sistemas complejos en los que Jervfenen educac “". defense, etcetera, y 
dinero. Su objetivo es el asesoramiento a fin de adoptar de?”” 3 *’ eqUlpos ' materia P™a y 
La Programacion Lineal es un mZdelZZZ d “°* S convente "‘«. 

Los problemas que trata la Programacion Lineal saZ'* “I? 23 *“ Investi S aci6n Operativa. 

PUeden ® expresados 

general de “ aremOS el P"**™ 

solucones posibles y optimizacidn del objetivo. * U P ' ante0 ’ e5tructura lineal, 

Ex?t??restrk<fionL S (f?ios recu^os^mancfd^obra^niateri^prima? maquinari^Se^sabe que 
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oducir una unidad del producto A!, el dinero insumido por los recursos es, en pesos, 
P-P 4 respec tivamente. En el caso del segundo producto las cantidades son 6,20 y 4. 

5 ’ Esta situation queda indicada en la siguiente tabla o matriz 



A! 

a 2 

Mano de obra 

5 

6 

Materia prima 

10 

20 

Equipos 

4 

4 


El dinero disponible para cada uno de los tres recursos es, respectivamente, 15.000, 

20.000 y 6.000 pesos. , 

La ganancia o beneficio neto por cada unidad del producto A, es 3 pesos, y por cada 
unidad del producto A 2 es 4 pesos. Se supone que el mercado puede absorber sin 

competencia estos productos. 

Con esta information completamos el cuadro anterior: 


^^-^Productos 

Recursos^'"'~\^_ 

Ai 

a 2 

Disponibilidades 

Mano de obra 

5 

6 

15.000 

Materia prima 

10 

20 

20.000 

Equipos 

4 

4 

6.000 

Beneficio 

• 3 

4 



El problema consiste en deterrninar las cantidades a producir, x x y x 2 , de los productos 
Aj. y A 2 , respectivamente, a fin de obtener el maximo beneficio. El objetivo es, entonces, 
maximizar el beneficio. 

Las variables *, y * 2 deben satisfacer las siguientes restricciones: 

1. Condiciones de vinculo 

[ 5jc! + 6* 2 <15.000 
110 x x + 20*2 <20.000 
I 4*! + 3* 2 < 6.000 

2. Condiciones de no negatividad 

j*i >0 
1*2 >0 
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El numero de unidades producidas de cada producto no puede ser negativo. 

El conjunto solution S del sistema formado por las inecuaciones anteriores e $ 
interseccion de los cinco semiespacios (en este caso semipianos), que tales inecuacio * 
determinan. ne$ 

Para obtenerlo, representamos primero las rectas cuyas ecuaciones son: 

5 Xi + 6*2 = 15.000 
10 *! + 20* 2 = 20.000 
4*, + 4*2 = 6.000 

Las condiciones de no negatividad restringen el problema al primer cuadrante. Obtenemos 
las intersecciones de las rectas con los ejes escribiendo las ecuaciones en la f 0rm 
segmentaria, o sea, dividiendo por cada termino independientemente: 


-—— + 

3.000 

2.500 



*2 

2.000 

1.000 

*i 

■ + 

*2 


La representation de las tres rectas y del conjunto S, interseccion de los cinco 
semiespacios, queda indicada en la siguiente figura 
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. c0I1 junto solution S es el cuadrilatero cuyospuntos(xr, x 2 ) satisfacen las condiciones 
'nculo y de no negatividad. S recibe el nombre de conjunto de soluciones posibles o 
f 6 tables De el hay que elegir el subconjunto cuyos elementos maximicen la funcion objetivo 

f(x 1 ,x 2 )=3x l +4x 2 

x 2 ) representa el beneficio neto que se obtiene al venderx, unidades del producto Aj 
yxjunidades del producto A 2 . 

La relacion 

3xi +4 x 2 - k 


representa una familia de rectas paralelas, de pendiente m = -— t llamadas rectas de 

isobeneficio. , .. A . , 

De estas, interesa aquella cuya interseccion con S sea no vacia y cuya distancia al ongen, 

es decir,—, sea maxima. Esto es, hay que determinar la recta de la familia de mayor k y de 

5 

interseccion no vacia con S. 
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En la figura se ha representado la recta de la familia que nasa nor pi ^ • 
ecuacion es 3 qUC pasa por el °ngcn y CUya 

3*i + 4x 2 =0 

orig D ; n SP,aZand0 " ta rec,a “ ,a ““ vector nonna, 31 + 4 J crece la distant a , 

al punto aoo °’ soo) - paia est ° s ^ * *. * , 2 „ 

max/ (xj, x 2 ) = 3 . 1000 +4 • 500 = 5000 
O sea, el beneficio maxirno aue es <]p ^ non i 

unidades del producto A, y 500 unidades de r ’, T ** 6116 pioducicndo 1-000 

cs.issr* csrts:: 

Con relation al problems expuesto, utilizando notation matricial, se tiene 

/ r s \ / \ 



x 2 J 

/15.000 
20.000 
\ 6.000 

ax<b 


X>0 


/(X) = c'x 



A l X = I j U= I 20.000 I C = 

\ 2 / \ 6 . 000 / 

1. Condiciones de vinculo: 

2. Condiciones de no negatividad: 

3. Funcion objetivo (a optimizar): 


Ejemplo 10-5 

Desarrollamos el siguiente problema expuesto por Tucker Pn P t « • 

Royaumont, cuyo enunciado figura en la publ.cac.6n numero 26 esc! torel Z, 
Luis A. Santalo, de la coleccion La Escuela en el Tiempo, Editorial Eudeba 1966 ” 

Un chacarero tiene a su disposition 100 hectareas de tierra 160 H' i' 

“ y 1.100 pesos para invertir. 

quiere un dia-hombrc por hectarea y produce un beneficio de 40 pesos nor h - 

de"^^ 
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Cultivos 

Recurs os^\. 

Ci 

c 2 

Disponibilidades 

Hectareas 

1 

1 

100 

Dias-hombre 

1 

4 

160 

Inversion por ha. 

40 

20 

UOO 

Beneficio 

40 

120 



Si Xi y x 2 son las hectareas que deben destinarse a los cultivos C! y C 2 , el problema 
consiste en maximizar la funcion objetivo 

40 Xi + 120 x 2 

sujeta a las restricciones 

Xj + x 2 < 100 

Xj + 4x 2 < 160 

lOx* + 20x 2 < 1.100 

Xi >0 

x 2 >0 

En el grafico siguiente estan representados el conjunto S de soluciones posibles, y el 
punto de coordenadas (60, 25) que optimiza la funcion objetivo: 
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“ ° btiene sembrand ° 60 hectareas del cultivo 1 y 25 heed 
del cultivo 2, o sea, dejando 15 hectareas sin cultivar. y 5 h tareas 

10.8.2. Problema general de Programaci6n lineal 
Un problema de programacidn lineal puede expresarse de la siguiente manera: 

minimizar /(X) = C f X = £ c, x t (funcion objetivo) 


sujeta a Jas restricciones: 

A X < B (condiciones de vinculo) 

X > 0 (condiciones de no negatividad) 

dondeXeR nxl , AeR mx " BeR wxl 

Definition 

Solucion posible o factible de un problema de programacion lineal es todo vector de 
K que satisfaga las restricciones. r de 

“c e o S nd^de e : C °T XO y Ce ™ d ° ^ “‘"‘-ccidn de 
interviene un Itiperplano, que es convexo y cerrad“ C “ ° “ ^ ecUaaon ’ en tal inte ™<*i6n 

Definition 

“objS “ Una SOlUCi6n P0Sib,e *" Ontatata en este case) , a 

Propiedad 

tiene puntos interiores al conjunto dScfonra po" iWes° bjet,V0 ’ en '° nCeS “ hiperplano no 

r m, ' nimo de ia 

S de soluciones posibles. 0 ’ que es intenor al conjunto 

Por definition de punto interior, existe e > 0, tal que 

S(P 0 ,e)CS 

El punto 

Pl ~ P °~ 3 1 lcf C 

pertenece a S, ya que es un elemento de la esfera abierta de centro P„ y radio e, pues 

rf(Po,Pi)=lP, -p 0 i=-£- 
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El vector Pi verifica, ademas 


eC*C -i: iJICll 
3 II C li 3 


<k 


lo que es contradictorio con la hipotesis de que la funcion objetivo alcanza el minimo en P 0 . 

En consecuencia, podemos afirmar que un hiperplano correspondiente a una solucion 
6ptima es un hiperplano soportante de S en el punto de solucion optima. 

10.8.3. Soluciones bptimas y puntos extremos 

Propiedad 

La funcion objetivo toma el valor optimo en un punto extremo del conjunto de 
soluciones posibles. Si toma dicho valor en mas de un punto extremo, entonces lo toma en 
toda combinacion convexa de tales puntos. 

Consideremos un problema gendrico de Programacion Lineal, consistente en maximizar la 
funcion objetivo 

/(X) = C f X 

sujcta a un numero finito de restricciones del tipo habitual. Entonces S admite un numero 
finito de puntos extremos, y se identifica con el poliedro convexo generado por ellos. Es 
decir, S es el casco convexo de sus puntos extremos, y por consiguiente toda solucidn posible 
puede expresarse como combinacion convexa de los mismos. 

Sean Pi, Pa,.. p fc los puntos extremos, y sea P 0 un punto de solucion optima, es decir, 
que maximiza la funcion objetivo. 

Se verifica que 

PeS=>/(P)</(P 0 ) 

Debemos probar que existe un punto extremo, en el que/toma el valor/(P 0 ). Como 
P 0 e S, se tiene 

k k 

P 0 = 2 a.• P.- con 0 < a.- a 2 = 1 

u ,•=i * ‘ 1 f=i 


La funcion 
definida por 


/: R tt +R 


/(X) = C f X 


es una trasformacion lineal, y en consecuencia 

/(Po)=£ 

i=i 


(0 


/(P*) = max {/(Pj)/ / = 1,2,.. ., fc j 
i 


Consideremos 
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Como P* es un punto extremo de S, y /toma el maximo en P 0 , es 

/(P*K/(P 0 ) (2) 

Por definition de maximo se tiene 

/(P*)>/(P,) Vt = 1, 2,..., A: 

Entonces 

<*//(P*)>a,/(Pj) 1=1,2,.. A: 
Realizando la sumatoria respecto de es 


ComoS a,- = ], resulta 


De(l) y ( 3 ) se deduce 


4 

f<n &«, >s l «</(p,) 


/(P*)>2 a,/(P,) (3) 


/<P*)>/(P„) 

De esta relation y de (2), por la antisimetria, se verifica que 

/(Po)=/(P*) 

m ^ d o eCir ' eXiSte un punt0 ex,remo - P *> - * la funcion obje.ivo toma el valor 

P, yPrETnce s ah0ra qUe f 3103,123 C ‘ 6pUm0 “ d ° S PUn,0S extremos distint “ y »an estos 

/(Pj) =/ (Py) = M 

Consideremos una combination convex a 

p = fP/ + U /)P, 


.MP)-?/(P ; j + (1 -0/(Pj- / M + (] /) M = M 

queda^prohado qne el valor optima es alcanzado en el punto P. que es combination convexa 

10.8.4. Observacidn 

Sabemos, por 10.6.2., que todo conjunto convexo, cerrado y acotado por debaio tiene 
P ntos extremos en cada hiperplano soportante. El conjunto de soluciones posibles de un 
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problema de Programacion Lineal es convexo, cerrado y acotado por debajo por el vector 
nulo ya que X > 0. El teorema anterior asegura que si existe optimo de la funcion objetivo, 
ta l valor es alcanzado al menos en un punto extremo. En R", S tiene un numero finito de 

puntos extremos. .... 

El problema se reduce entonces a examinar el valor de la funcion objetivo en los puntos 

extremos a fin de hallar el optimo. El metodo Simplex permite determinar analfticamente 
los puntos extremos y pasar de uno a otro analizando el valor de/, hasta obtener el optimo. 


TRABAJO PRACTICO X 


10-6. Sea A= {(*j, * 2 ) e R 2 / I*! I< 1 a \x 2 l< l} u {(2,1)) 

Determinar la frontera y el derivado de A. 

10-7. Dados los siguientes subconjuntos de R 2 

A= l(xi,x 2 )/2xj +3*1 <6} 

B = {(x l ,x 2 )fx l >\ ax 2 <2 | 

C ~ { (*1, * 2 ) / *1 X 2 ^ 2 A A'l > 0 A X 2 ^ 1 } 

clasificar los puntos del piano respecto de ellos, determinar sus fronteras y derivados e 
mvestigar si son abiertos o cerrados. 

qUe “ n C ° njUnt ° ACR " “ Cerrad ° Si y 8610 " “ complementario es 

10-9. Demostrar que un liiperplano es un conjunto cerrado. 

10-10. Investigar si los conjuntos de los ejercicios 10-6 y 10-7 son convexos o no. 

10-11. Demostrar que la union de una familia numerable de abiertos es un conjunto abierto 
10-12. Demostrar que la interseccion de una familia finita de abiertos es un conjunto abierto. 

70-7.7, Demostrar que la interseccion de una familia numerable de cerrados es un conjunto 
cerrado, y que la union de una familia finita de cerrados es un conjunto cerrado. J 
W-I 4 . Determinar el casco convexo generadc por los puntos (1, 2) (1 _n (\ iw , n 

(ij’ lj’ (2 ’ 3) ’ (_I ’ lnvesti 8 ar si (0, 0) es combination convexa(l, - 1 ) y 

10-15. Sea/: R" R" la traslacion definida por/(x) = x + a, donde a e R" 

Demostrar que 

S es convexo =>/(S) es convexo 

Demostrar que el c° njunto solucion del sistema lineal A X = B. donde AeR"»" 
oeK yXeR ,es convexo. ’ 

10-17. Sea C CR”, Por definition 

C es un cono <*xeC=>axeCA<*>0 


TRABAJO PRACTICO X 


357 


Demostrar que si A C R rt , entonces el conjunto 

C =I ax/ a >0 a x e A | 

es un cono. C recibe el nombre de cono generado por A. 

I0 .J8. Determinar el cono C C R 3 generado por la intersection de 

Aj= ( (x it x 2 ,x 3 )lx] +xl<2] 

y el piano de ecuacion x 3 = 2. 

10-19. Sabiendo que C esun cono, demostrar que 

C" = j -x / x e C } 

es un cono. C" recibe el nombre de cono opuesto de C. 

10-20. Demostrar que si C es un cono, entonces 

C i = { y / <y ,x> = 0 , VxeC| 


es un cono. C' L se llama cono ortogonal a C. 

10-21. Demostrar que el cono ortogonal al cono C C R” es un subespacio de R 

10-22. Sean los conos Cj y C 2 . Demostrar que 

C = Ci +C 2 = | x + y/ xeCi a yeC 2 ) 


es un cono. 


10-23. Plantear el siguiente problema de programacion lineal. 

Un mezclador de licores importa licores de tres grados: A, B y 
estos, ateniendose a las indicaciones especificadas en la tabla 
productos finales: L, M y N. 


C. Mediante mezclas de 
siguiente, obtiene tres 


Mezcla 

Especificacion 

Precio de venta 
por litro 

L 

No menos del 60 % de A 
No mas del 20 % de C 

68 $ 

M 

No mas del 60 % de C 

No menos del 15 % de A 

57$ 

N 

No mas del 50 % de C 

45 $ 


Las disponibilidades de los tres licores basicos y sus costos son 
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I Licor 

Disponibilidad maxima 
mensual en litros 

Costo por litro 

A 

R 


63 $ 

c 


45 $ 


3.600 

36$ 


“ri";::. saber cutoo debe produdr * l, m y N . . & de maxi . 

10-M. Una maquina de fabricar papel produce roilos de 


siguientes pedidos: 


82 cm de ancho. Se han recibido los 


Plantear el problema de 
y minimizar el desperdici 


60 roilos de 58 cm 
85 roilos de 26 cm 
85 roilos de 24 cm 
50 roilos de 23 cm 

como cortar los roilos de 82 

o. 


cm, 


a fin de satisfacer los pedidos 
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RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTiCOS 


TRABAJO PRACTICO I 


1-16. i ) si - ii ) si iii) no iv) no. 

J-J7. i ) sumar el opuesto de y. 

ii) sumar el opuesto de x. 

iii) despues de cancelar y de trasponer, aplicar A 9 y 1.3.3. 

iv) trasponer y aplicar A 8 y 1.3.3. 

1-18. Despues de utilizar A 8 y A 9 , y de cancelar, mediantc 1.3.3. se obtiene a = 1. 

1-19. i ) si ii) si iii) si iv) si v ) si vi) no. 

1-20. No, ya que no existe neutro para la suma en V. 

1-21. Si. El lector debe probar que se verifican los axiomas. 

1-22. i ) si 

ii) no, pues ( 1 , 1 ,2) e S y (1, -1, 3) e S pero la suma (2, 0, 5)* S 

iii) no, porque S no es cerrado para la suma. 

1-23. i) no, pues no se verifica A 6 

ii) si. Verificar las condiciones suficientes. 

1-24. Aplicar 1.8.2. 

1-25. S no es subespacio de (C 2 , +, C, .) pues no es cerrado para el produeto poi escalaies. 
Asi, por ejemplo 

(1 +/, -2)eS pero /(1 + i, -2)£'S. 

En cambio S es un subespacio de (C 2 , +, R,.). 

1-26. h-i y A 6 se verifican por definition de cada ley de composition. Mostramos, a modo de 
ejemplo, la validez de A 2 : 

{(x, y) + (x\ y’)| + (x’\ y”) = (x + x’, y + y’) + (x”, y”) = 

= (x + x’ + x”, y + y’ + y”) = (x, y) + (x’ + x”, y’ + y”) = 

= (x,y)+((x’,y’) + (x”,y”» 
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1-27. Aplicar 1.8.2. 

‘ ) ^ e s - ^) 2 = (- +,? - 4*, = 0=*xp = 0=»<=0vp = 0 

“ d COnjUnt0 uni6n de *" d °° *». o sea, no es u„ subespacio 
U) T CS Cl subes P acio definido por la ecuacion * - 3 y = 0. 

l ' 29 ' { } n °’ ya que no es cerra do para la suma; por ejemplo 

(1,0 e S y O', 1) e S pero (1 + /, 1 + A /s 

ii) si 

iii) Si 

iv) si. S — { (a, a + bi) / a e R a b e R ! 

v ) si 

vi) si. 

ISO Tone, e„ cuen.a las definfciones de suma de subespacios y de inclusion 
‘Sl Supone, que * eS admite dos descomposiciones del t lp i = „ 

y tener en cuenta la definicidn de suma directa. ‘ h ** V * = X. + y s , 

1-32. 1°, Aplicar 1.8.2. 

2 . Tener en cuenta el ejemplo 4-5 iv) en pI nun. ra i 

cuadrada es la suma de una matri/. simetrica y de una antisimdtrica^ ^ ^ 



TRABAJO PRACTICO II 


2-25. i) se determinan ay b tales que 

a (v5,2)+i(-V6,2) = (V 2 ,l) 

Aplicando las leyes de composicion habituales se resuelve, despues de igualar 
componentes, un sistema lineal de dos ecuaciones respecto de a y b. 

ii) procediendo analogamente, el sistema resultante carece de soluciones y en 
consecuencia v no es combination lineal de v, y v 2 . 

2-26. Considerar la relacion lineal 

«i (-1, 3,1) + a 2 (3, -1,1)+ a 3 (4, 0, 2) = (0,0, 0) 

y despues de aplicar las leyes de composicion usuales y de igualar las componentes de 
las ternas se llega a un sistema lineal cuyas infinitas soluciones estan dadas por 

«i = k , a 2 = 3 k, ck 3 = —2 k 


En la segunda parte, a partir de 

(4, 0, 2) = a (—1, 3,1) +0 (3, —1, 1) 

1 3 

se llega a un sistema lineal cuya solucion es a = —, 0 =—. Luego 

2 2 


(4, 0,2)=~(-l, 3,1) +--(3, — 1, 1) 


2-27. Considerar a A + 0 B = N. Resulta a - 0 - 0. 

2-28. En (R, +, R,.) son L.D., pero en (R, +, Q, .) son L.I. 

2-29. x= 1. 

2-30. Considerar 

a(l,a,a 2 ) + P(l,*,i 2 ) + 7 (l,c,c 2 ) = (0,0,0) 

En -el sistema resultante, restar a cada ecuacion la anterior multiplicada por a , y 
despues, a la tercera restar la segunda multiplicada por b. 

2-31. A partir de la relacion lineal 

af+ 0 g+ 7 h=e 


I 
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2-32. 

2-33. 

2-34. 

2-35. 

2-36. 

2-37. 


2-38. 

2-39. 

2-40. 


TyJt 13 111138611 de cual ^ ier ' e R; de riV and 0 

%SLza^;<!“ rsrsr- rr 1 * - - - 

ejemplo 1 y 2, se llega a u„ sistema con la soiudon u„“a a 4, ^ o diStin ‘° S ’ Pw 

Considerar a (a, b) + 0 (c, d) = (0, 0). 

Son L.I. en ambos espacios. 

i) son L.I. 

ii) son L.I. si ab 4= 1, y son L.D. si ab = 1. 

Aplicar la definition de independencia lineal. 

Considerar la relation lineal 

tt i Xi +...+tt„ Xt| +j3 u= o 

y probar que 04=0. 

A partirdea, x, -f . .. + a x + ,v v -n«,,i « 

x seri'a C.L, de los vectores de^A. Tetier^n ci^em^desp^sJaliipdtesis^ C3S ° COntrar ‘° 
La demos,racon se puede hacer per induced comple.a o per reduccion al absurdo 

2-41. i ) cualquier numero real no nulo 3 3 

ii) la base canonica 

iii) la base canonica 

iv) I 1 + / J 
v ) i 1 + /, 1 _ / } . 

El subespacio pedido es el piano de ecuacion x-v-?=n u , 

!(*> 1>0),(1,0,1) } .yaque ' * °’ y Una base del mismo es 

^ m fe -’'- Z)eS ^^ +2 'd'' z ) e S-0 ',... < 0) + ( 2 ,o, z )eS- 

2-43 n b ’ 0 + Z 0 ’ °’ 0 e s - 0 sca - los dos scores son un S.G. de S, y ademas L1 
" ^ “h* ^ P- cuya ecu addles 

1 0 \/o 1 \ /o 0 

11 ° - 1 /’ 1° o/-\i 0 ,, 

Uila base de S 'es ( (2.1 ) , (2,; 0 ) , y la dimension es 2. 
s no es un subespacio ya que no es cerrado para la suma. 


2-42, 


2-44. Una base es 

2-45. 

2-46. 


,1a dimension es 3. 
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247 . Esta propuesto en 1-25, y la respuesta es afirmativa si el cuerpo es R. Una base es 

{ 1 h — 2 / ) . 

248. S es el piano de ecuacion^ = 0. Una base de S esta formada por los vectores (1 0 01 v 

(0, 0, 1). T puede ser el piano de ecuacion z = 0. v ’ ’ ' y 

249. La dimension de S.nS, es 2; apUcando 2.8,1,, y considerando one 

dim Sj - dim S 2 = 3, resulta dim (S x + S 2 ) = 4. H 

2-50. Primero, demostrar 

/' >r =>Vi es C.L. dev,,v 2> .. ,v r , 

Luego, probar que { Vj, v 2 ,..v r j es un sistema de generadores de V. 

2-51- Considerar dos bases: una en Si y otra en S 2 > y tener en cuenta el ejercicio 1-31. 


TRABAJO PRACTICO Hi 


3-21. 1. si. 2. no. 3. si. 4 . no. 

3-22. 1. si. 2. no. 3. si. 4. no. 

3-23. Aplicar la definicion de T.L. a/(x + y). 

^ ^pelto d d“„ de TX - Pr ° bar qUe7M biyeCtlVa ' /caraCt — Ia simetrla del plano 

3 ' 25 ' Expresar l0S vect0res (3> 3) y (°> -» como C L. de (1, 2) y de (2, 1). Aplicar despufc 
la definicion de T.L. Resulta/(3, 3) = (— 1 ,2, l)y/(0 ~l) = /22 zl\ 

\ 3*3* 3/ 

3-26. ConsiderarF(v + v’)yF(av). 

3-27. Se obtiene el paralelogramo de vertices (1,1), (0, 3) (-1 2) y (0 0 ) 

3-28. Si. ’ 

3-29. 1. Aplicar la definicion de T.L. 

2 ./es inyectiva, pero no sobreyectiva;*cs sobreycctiva. pero no inyectiva. 

3 * (g °f) (a. b) = (2 a -V b. b) y (/ M ) {a . b) ^ ( a + b. a + b + c . c). 

3 ' 30 ’ det C ici6 a „ de ima8en ’ el heCh0 dC que f*"* .»■ I es S.G. de V.yla 

3-31. f es trasformacion lineal biyectiva. 

3-3Z Aplicar la definicion de T.L. El unico vector cuya intagen es la matriz nula, es (0. 0). 
3-33. Considerar 1.8.2., la definicion de preimagen y de T.L. 

3-34 . l.N(0= l(0,k,~k)lkeR} . Una base de N If) es { (0,1, -X) } y su dimension « 

1 . Iff) es R 2 . 

2 :*i 1 (2i : L> 1 *' eR 1 ■ Una base de N OT es { (2. 1) } , y su dimension es 1. 

x (/) - K, y su dimension es 1. 

3-35. n = 3. Se define /: R 4 R 3 mediante 

fixi,x 2 ,x 3 ,x 4 ) = ( Xl +X 2 , Xl ~x 4 ,x 2 +x 3 + x 4 ). 
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Probar que/es T.L. 


N(/) = { (K -k,0,k)(ke R } . 


Una base es {(1,-1,0,1)} y dim N (/)=!, 


- 1 


3-36. 1. A 


2 2 ). 2 ./(— 2 , 2 , — 2 ) = ( 1 


1 1 0 


3. B = 


1 0 -2 
0 1 1 



- 0 -1 \ 

1 i 

2 2 / 


, 3-37. 1. N if) = ( (0, 0) ) ; dim N if) - 0.1 (/) = { (x, y, z) / 3x - y - 2z = 01 ; una base de la 
imagen esta formada por los vectores (1,3, 0) y (0, -2,1); su dimension es 2. 

3 2\ 

1 


2. A = 


\f 


1 

2 

3 1 


3-38. Multiplicando A por el vector columna de componentes gendricas Xi,x 2 y jc 3 , se 
deduce que f(x i ,x 2 ,x 3 ) = (x l +x 2 -x 3 ,3 Xl -3x 2 -3x 3 ,~2x 1 +4x 2 +2x 3 ). 

N (f) - ( (k, 0, k) / k e R } ; N (/) es la bisectriz del piano xz\ su dimensibn es 1.1 (f) 
es el piano de ecuacion x - y - z = 0, ysu dimension es 2. 

1 1 0 -1 1 0 0 0 1 
0 0 0 0 0 1 0 1 -1 


3-39. La matriz es la traspuesta de 


3-40. 1. A = 


-00 


2. La imagen de la matriz 


base dada. 


-1 3 
2 2 


es el vector 


-3 

0 

10 


expresado en terminos de la 


3 7 3 3 5 

3-4l.f(x u x 2> x 3 ) = (--*i +-x 2 +-* 3 ,--*i +~x 2 +2 x 3 ). 

L Zj 2. 
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1 


3-42. A - 



\ 

2 / 


3-43. Hailar las imagenes de los vectores de la base canonica de R 2 ; se obtiene 

cos 6 -sen 6 
sen 0 cos Q 


3-44. Considerar que la matriz de la composicion de dos trasformaciones lineales es e l 
producto de las correspondientes matrices. En el segundo caso, comprobar q Ue 
fd ° f-e = f-$ ° fe ~ i, donde i denota la funcion identidad. 

3-45. Probar que | A,/ 2 - ,f n I es un sistema de generadores de V considerando 

cualquier elemento geVy defmiendo a t = g (v,); resulta entonces g = £a t f h Probar 

despues la independencia lineal a partir de la relacion lineal = e donde e denota 

la funcion nula; obteniendo la imagen de cada v h se prueba que ^ = 0, para todo 
i — 1,2,..n. Ambos espacios, V y su dual, tienen la misma dimension. 

3-46. 1. Probar que se cumple la defmicion de trasformacion lineal, y tcner en cuenta el 
ejercicio 1-31. 

2. Utilizar la defmicion de composicion de funciones. 

3 Aplicar las defmiciones de suma de funciones y de proyecciones; I denota la funcion 
identidad en V. 



TRABAJO PRACTICO IV 


i 




4-24. A' = 


4-25. i) A 


ABC = 


B*A* = 


ii) A 2 - AB +BA-B 2 


4-26. A 2 es la inatriz nula. 
4-27. A 2 -1. 


4-28. A 2 = 


; a 3 = 


;A 4 = 


5 3 
3 2 


, etc. 


-1 

1 


4-29. Considerar, por ejemplo, que A, B y C son de los tipos nxp, pxq y qxm, 
respectivamente; expresar la fila i de A, y la columna / de BC, para formar el elemento 
(/, /) de A (BC). Proceder analogamente con el segundo miembro. 

4-30. Demostrar que la propiedad se cumple para n = 1, y que si se verifica para n=h, 
entonces se verifica para n=h + 1. 

4-3J. Demostrarlo por induccion completa, como el ejercicio anterior. 

4-32. X-1. 


4-33. Demostrar por induccion sobre k. 

4-34. Considerar X = XI. 

4-35. Plantear el sistema de ecuaciones no lineales. 


4-36. Aplicar la definicion de producto de matrices y la conmutatividad del producto en K. 
4-37. Utilizar la definicion de trasposicion y de producto de matrices. 

4-38. Partir de (A B) 2 . 
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n n 

4-39. Q=^aik a ki= } 2a : ik =>a ik=0,V k. Analogamente se prueba que la columna de 
lugar i es el vector nulo. 

4-40. Efectuar (B* A B) 2 „ 


4-41. Premultiplicar A + B = I por A, y posmultiplicar por B. 

4-42. Como en el ejercicio anterior. 

4-43. Determinar el cuadrado de cada una de las cuatro matrices y aplicar las hipotes*, 
propiedades de la trasposicion. ^ 


4-44. Verificar que se cumple la definicion de matriz simetrica. 

4-45. Para la condition necesaria, considerar AB=(AB) f . Para la condition suficiente 
partir de (A By. ie > 

4-46. Desarrollar el producto indicado. 

4-4Z Desarrollar (A -a I) (B -a I) y utilizar la hipotesis de que A y B son pennutables 
c^celar COndlC1 ° n SUflCiente ’ considerar ^ ue A — al y B ~ al son permutables; despues 


4-48. Las filas de AB son iguales entre si, y cada elemento es igual a la suma de los 
elementos de la correspondiente columna. 

4 ' 49 ' Tener en cuenta las propiedades relativas a la inversa de un producto y ala traspuesta 
de un producto. 

4-50. Se considera la matriz diagonal B cuyos elementos diagonals son los inversos de los 
correspondientes de A, y se verifica que A B = B A = I. 

4-51. Considerar A 2 = A y multiplicar por A" 1 . 

4-52. Probar que se verifican los cuatro axiomas de grupo. 

4-53. Utilizando el mismo esquema de particion en ambas matrices, en bloques de dos filas y 
dos columnas, se obtiene 3 


0 0 4 1 

0 0 2 0 
0 10 0 
2 2 0 0 , 

4-54. Las dos primeras filas constituyen una base del espacio fila de A. 
4-55. Multiplicar a derecha B A = N por la inversa de A. 

4-56. Premultiplicar por la inversa de A. 

4-57. Tener en cuenta que hay que probar la verdad de una disy uncion. 
4-58. p(A) = 2;p(B) = 3. 


2 2 1 

4-59. La inversa de A no existe. B _1 = 1 2 1 

\l 1 1 
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TRABAJO PRACTICO V 


5-12. D (A) = -20. D (B) = 10. D (C) = -135. D (E) = 57. 

$. 13 , Desarrollar por los elementos de la primera columna. 

5-14. Considerar que la fila h, con h ¥=i, es el producto del escalar A por la fila i. 

545. i) Aj = \ - 0, A 3 = 5 
ii)jfi =0 ,x 2 =2 ,x 3 = —3. 

546, Aj = 1 j A 2 = 10. 

54 7. Aj = 1 , A^ ~ —. 

548. Tener en cuenta la definition de matriz ortogonal y 5.7. 

549. Considerar 5.8.3. 

5-20. Tener en cuenta el ejemplo 5-7. 

5-21. Desarrollar el determinante y?y derivar. 

5-22. Expresar los vectores canonicos E!, E 2> ..E„ de K' lxl , como combinaciones lineales 
de Aj, A 2 ,. .A„, y aplicar los axiomas de la funcion determinante. 

5-23. Aplicar 5.5.1. y 5.5.3. 

5-24, Considerar una relacion lineal que sea igual a la funcion nula, expresar la igualdad 
obtenida para cualquier t y derivar n —1 veccs. Resulta un sistema lineal y homogeneo 
dando a t el valor 0. El determinante de los coeficientes es de Vandermonde. 



5-26. En cada caso, examinar el valor del determinante, y si es distinto de cero, aplicar 5.9. 



5-27. X = 
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5-28, i ) Restar a cada una de las dos primeras columnas, la siguiente. 

ii) Sumar a la primers colurnna las restantes; factorear; a la cuarta fila sumarle , 

segunda y resale las otras dos; sacar factor comun; a la segunda columns sums 1 9 
tercera, y a esta, sumarle la cuarta. Desarrollar. a 

iii) A la cuarta columna sumarle la segunda y la tercera. 

Ml ’ '> ■ >■ I"— ..I.., 

XTltZZl TZZZIV: “ "* ’ “»—- 

5-30. El valor del determinante es 4. 

5-31. El jacobiano es p 2 cos 6. 

5-32. El jacobiano es - — + ^ 

U 

S-SS. Considerar(-l)" D (A), y multiplicar el escalar -1 por cada una de last) columnas. 
5-34. Multiplicar el determinante de la matriz particionada por 1 = 

El lector puede verificar que 


-BA' 


N 

I 


P 

N R 


Q I=IPIIRI. 


5-35. Multiplicar las dos matrices y verificar que se obtiene la identidad. 
5-36. Proceder como en el ejercicio anterior. 



TRABAJO PRACTICO V( 


6 - 13 . La preimagen del vector (-1,1) es { (—2 -k, 3 + 3k, k) / keR) . 

6 . 14 , El sistema 1. admite la solution unica x i = 5, x 2 = l,x 3 = -4. 

El sistema 2. tiene infinitas soluciones, dadas por x = 3 + Ik, y ~ 1 — k,z = k. 

6-15. Las dimensiones de los espacios soluciones de los sistemas homogeneos, son, 
respectivamente: 2, 1,0, 2, 0. 

6^16.1. {(1,0,1),(0,1,1)) . 

2. ((1,-1, 1)}. 

4. { (-1,1,0), (-1,0, 1)) . 

6-17. 1. Una base de S es ) (-1 — i, i, 1) ) y la dimension es 1. 

1 2. Una base de S es j (1, —3 + /, -1 —2/) ) y la dimension es 1. 

| 6-18. Una base es {(1,1,1)) . 

6-19. Como p(A) = 2, el sistema tiene solution unica. El conjunto solution es 

T= |(-1.-2) | . 

6-20. Tener en cuenta que X = A -1 B. 

6-21. T - { A; (2,3) / & e R } . 

6-22. El sistema tiene infinitas soluciones, dadas por 

x i ~a 

x 2 =P 

x 3 - 1 -a- 2 0 

x A = — 3 a — 2 0 con a e R, 0 e R. 

, / 5 -10 0\ 

1 6-23. Posmultiplicar por la inversa de A. Se obtiene X = - — 4 — 4 —12 . 

20 \-l 6 8/ 

6-24. 1. p (A) = p (A’) = 2 < 5. Ei sistema tiene infinitas soluciones, dadas por 
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x i ~ 2 — 3 a + 2 P — y 
x 2 ~a 

*3 =0 
*4=7 

x s-8-5oc+ 3/3-27cona,/3, 7eR. 

2. Como p (A) = 3 y P (A*) = 4, el conjunto solution es vacio 

3. P(A) = p(A’) = 3 <5. Existen infinites solutions, del (ipo 

Xi =a + p 

x 2 = a 

* 3=0 
*4 =0 
*s =2a + 0 

6 - 25 . El sistema es compatible po rqu; P(A) = p(A-) = 2 . Los e ,ententes de , 
solucidnson (-f|.o) + * (-f-f. l),*eR. 

6-26. Las raices de la ecuacion son: X.-X, = 1 X =_i p * _ x 

soluciones son del tipoxj = -a,x 2 =b,x 3 =a 3 ' ? ** “ ^ “ 1 ,as infinit; 

Para X 3 = ~1, se obtiene jfj = -2k, x 2 = 2*, * 3 = fc 

^A = o*?^= 1 ^3. V p^ S e ^ ) ^ralores'd^'it^se^bdeneT** f* !° S coePlc — ntes ' ® e obtien 

3 " eSpaCI ° SOlUCi6n « -eta de ecuaciTe 

6 - 28 . 


M" 1 = 


1 l 
2 

0 

1 


0 

2 


0 


2 

2 

1 j_ 

"2 2 


resuelve el sistema h^mogdnTo^esultanle^y^e obd'ene* 1 ^ 0268 y redUCir Wm,inOS ’ 
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00. Trasponer al segundo miembro los terminos enz y aplicar el teorema de Cramer. Si los 
tres determinantes son no nulos, puede escribirse 

x y z 

b x c x _ a x c x a x b x 

C 2 #2 ^2 ^2 &2 

01 . Proceder como en 6-27. Para a distinto de 2 y de 3, se obtiene solucion unica. Para 
a - 2 existen infinitas soluciones y para a = 3 no existe solucion. 

02 . Para a ± 1 existe solucion unica. Para a = 1 el conjunto solucion es infinito y para 
a = — 1 el conjunto solucion es vacio. 

03. Analizar que relation vincula aayai para que exista solucion unica, ninguna solucion 
e infinitas soluciones. 

04. Un sistema lineal y homogeneo es 14x x 4-1 \x 2 — 25xi = 0. 

05. Analizar el determinante de los coeficientes. La solucion unica es 

b 2 + c 2 - a 2 a 2 + c 2 - b 2 a 2 + b 2 - c 2 

x ~ - ,y -- ,z= - 

2 be lac lab 

06. La solucion es x x = 1, x 2 = 2, x 3 = 3. 



TRABAJO PRACTICO VII 


7-2S. Se verifican los tres primeros axiomas de la definition, pero no el cuarto. 
El vector de componentes -i y l es n0 nulo, pero < X, X > < 0. 

7-26. No se verifica el axioma de simetria. 


7-27. Tener en cuenta la definition de ortogonalidad y 
de los tres vectores. 


expresar a v como combination lineal 


7 - 28 . 

7-29. 


7-30. 

7-31. 

7-32. 

7-33. 

7-34. 

7-35. 

7-36. 

7-37. 


Es el teorema del coseno; despejar x y considerar el producto interior < x , x >. 

Para la condition necesaria proponer una combination lineal de x e y que sea , 

Partir de la desigualdad de Schwarz y elevar al cuadrado. 

Es suficiente probar que son L.I. Considerar el producto interior entre una C I 
igual al vector nulo y cualquier v,. °l ue sea 

a TaT “ “ ■ V2 - R **• satisface: 

d(x,y)=o"x4 (2) (x, z)+d(z,y). (3) d (x, y) > 0 y 

Probar que/es una trasformacion lineal. 

^fLati4S faCe l0S aXi ° maS ^ Pr0dUCt0 inte ™> "o que / es „„a 
Utilizar la definition de N. 

d“ yiJ x 3 y d0 c‘l° d S del r b ° que sean cons ecutivos, las diagonales son 
de rombo, o sea Ll= [I y " P interi ° r ' y “ Cuenta la d <=finici6„ 

Demosrmr- 3 haciendo x - y = z; despejar x y aplicar 7.5. 
ara probar 1., ver que es suficiente demostrar que II x II - I! y|| < 

partir de-(II x II-II y ||). y 


' x — y H y para esto, 
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Para probar 2., partir de II x + y II 2 . 

Para demostrar 4., considerar II x + a y II 2 . 

7-38. Tener en cuenta la definition de subespacio generado por un conjunto de vectores 
A = { Xj, x 2 ,.. x r } , y probar que el producto interior entre x y cualquier vector de 
A es cero. 


^39. Considerar un vector en el complemento ortogonal de S. 

7 40. Tener en cuenta 7.9. 


741. 1. Considerar v = (x, y, z) y resolver el sistema que se obtiene de las relaciones v 1 , 


v i v 2 y II vll = 1. Resulta v = 

2 - Vl = (“vW’w) 


/_•>_ l _L] 

\ V^io’v^o’ V30/' 

= /_ 4 7 1 \ 

,Va l V66’ y/66 ’ y/66 j 


3. yi = (1,0, 0), y 2 = (0, 1,0) y y 3 = (0,0,1) son los vectores de la base ortonormal 
pedida. 

742. Efectuar el producto interior entre v y v f . 

743. Considerar el producto interior entre v f y V/. 

744. Probar que el conjunto de todos los vectores ortogonales a A es un subespacio de V, y 
tener en cuenta las definiciones correspondientes. 


745. Expresar cada uno de los dos vectores como combination lineal de la base. 

746. Desarrollar 0<<ax+/3y,ax + /3y>, hacer a = <y,y>y0=-<x, y>,y considerar 
que < x, y > < xTy > = I < x, y > 1 2 . 

741. I.pTx.pTK = 0; 2x - 2y + z - 5 = 0. 

2. X = P 0 +XA; £ =^- 2 -=2 +3. 

2 2 

748. Es el paraboloide de ecuacion x 2 +y 2 + 2z 2 - 2 xy - 6x - 6v ••• 4z + 1 = 0. 

749. I^X . A = 0; ax +ay - 2a 2 = 0. 


7-50. d ~ . 

y/U 

7-5lA =Z_ni = i_nA. 

1 -2 -3 

7-52.~ =— = — 

1 3 5 

7-53. 2(x~y + 2) 2 +(z-y + 2) 2 =2. 

7-54. 18 x 2 + [3 (z - 1) + (y + l)] 2 = 2 (y + l) 2 

mj.p«c) 2 ** +2 ^-[=“ 
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U = 0 

( + V2 

-P y =o cl 2 

[y = o 

7-56.2x = (2~y) (2 - z). 

7-57. X = M + XM£2;z= & arc tg —. 

* 

7-58. Desarrollar el producto hermitiano. 

7-59. Efectuar el producto P P* = I. 

7-60. Considerar el producto interior entre cualquier fila i, con i<n, y tener en cuenta de 
acuerdo con el ejercicio anterior, que tal producto es 0. 

7-6J. Probar que la funcion F : V V definida por F (x) = /_, donde / x (y) = (x y) es un 
isomorfismo. 

n 

7-62. Desarrollar 2 < x , v, > v,-. 



TRABAJO PRACTICO VIII 


8-14. 1. Xj = -5, 5 son los valores propios. 

1 


Vectores propios son Xj = 

2. No existen en R. 

8-15. 1. Valores propios: 2 y 3. 

1 


Vectores propios: 


—3 


,X 2 = 



2. No existen en R. 


3. X 1 S =X 2 = 6 , X 3 -II. Vectores propios asociados a 6 son 



X 3 = 11, corrcsponde 


2 

0 . 
1 



8-16. Suponer que existe algun valor propio nulo. 

8-17. Considerar A X = X X y premultiplicar por la inversa de A y por el reciproco de X. 
8-18. Probarlo por induccion. 


8-19. Partir de S " 1 A S Y. 

8-20. 1. Para A, es X! = —1 + i, X 2 = -1 - Los vectores propios asociados son 



2. Para B, los valores propios son —1,1, ~i, i. 

8-21. Considerar P (X) = X” + c n ^ X " -1 + ... + c x X + c 0 

P(X) = (X-X I )...(X-X n ). 
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8-23, Partir de A X = X X y premultiplicar por A. 

8-24. Tenor en cuenta que los determinant de dos matrices traspuestas son iguales. 

8-25. Los tres valores propios son iguales a 1 y a este le corresponde un sistema homo* 
cuyo espacio solucion tiene dimension 1. No es diagonalizable. & neo 

8-26. Considerar 8-18. 

8-27. Sea T una matriz triangular superior; considerar el valor d© D (XI - T) 

8-28. Teiier en cucnta 8-18 y la definicion de matriz nilpotente. 

8-29. 1. Aplicar 8.3.4. 

2. Aplicar 8-18. 

3. Demostrar primero que si A es idempotente y de tango r entonces evi , D 

donde D " cs una 

4. Aplicar la definicion de traza. 

5. Considerar 8-24. 

6 . Expresar los valores dc tr AB y /?• BA. 

7. Asociar y aplicar 6. 

8 . Aplicar 7. 


8-30. Hollar los valores y los vectores propios y ortonormalizar estos. Se obtiene 


P, = 


1 

vr 

__2_ 

VT I 


Po = 


\_JL 

vT 


Con^lcrar Y.3. II o sea, la existencia de una matriz P no singular, tal que 
A P 1 . Aplicai determmantes y tener en cuenta 8-27. ^ 

'3 1 


8-32. P (A) 


1 6 


8-33. Considerar P (A) - 2^ A' y tener en cuenta que A f = A. 

8-34. Por scr A hermitiana, cs A = A*. Proceder como en 8-33. 
8-35. Puede demostrarse por induction sobre k. 

8-36. Partir de P (B ' 1 A B) = .2 a t (B ' 1 A B)* y aplicar 8-35. 
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8-37. X- 
8-38. Y = 


sen 

1 - cos ip 
1 — cos y? 
— sen y? 


. Respecto de los vectores Y, / representa una simetria. 


8-39. P = 


cos y? — sen \ . , .... 

; y representa la compoacion de una rotacion de angulo <p 


i — sen y? — cos 
una simetria axial. 


8-40. Segun 8.5.3. II, existe P no singular tal que P‘ J A P es triangular superior. Resulta 
/(P" 1 AP) triangular superior cuya diagonal esta formada por /(A,),.. 

Ademas f (P" 1 A P) = P” 1 /(A) P es la forma triangular de /(A). 


8-41. Tener en cuenta 8.5. 
8-42. Considerar (a I + A) X. 
8-43. Relacionar con 8-16. 

1 1 + i 
0 1 


8-44. 


no es diagonalizable. 


La matriz 3 X 3 es diagonalizable y su forma diagonal es D = 


- 1-0 0 
0 o 1 


8-45. Los valores propios de A son 1 y 4. Los valores propios de P (A) son 0 y 15. La forma 

0 o' 


diagonal de P (A) es 


0 15 


8-46. De acuerdo con 8-7 existe P 6 C [X] no nulo, tal que P (A) = N, donde A es la matriz 
de /. Ademas, es 


P (0 (t - \), donde \ e C. 


0 sea 

N=P(A)=£(A —\I) 

3 i tal que A — \ 1 es singular, pues si no, P(A) serfa inversible. En consecuencia, 
existe X ^ 0 tal que 

(A - \ I) X = 0 

O sea 

AX = \X 


Luego, existe un vector propio de /. 



TRABAJO PRACTICO IX 


9-15. Desarroilar (/ + g) (ax + fix', y), (/+ 

(«/)(*. cy+dy), definiendo la S u,na de funcimeTv ’ H (a/) + 6x ’. V) y 

funciones de acuerdo con las (eyes de composition junto .^2“° eSCi “ areS P " 
Desarroilar g y (x + x’) y g y («). 



, .. d "”t P *' ‘ a mat " Z de Pasaje * la base dada a ,a basa ionics. 
9 ' IS -' )f W •* (X. X) = x' A X- 3*? + xl - *? - 2 V 2 *1 „ 
ii )/(X)=xi -x\ +x|. 

9-19. 

I±± 

‘ n 2 n 2 •' 


A=4rr^= 

tr 


Ver 4-65, i). 


n 2 n 2 



9-20.i)A=-?T' 

n 


ii) Desarroilar el cuadrado, ^plicar e, operador suma.oria, tener en cuen(a 

S * - « x -1 X y que 2 X? = x' X. Se obtiene A = 1 _i f T' 

Ambas matrices son idempotentes. n 
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P-2/, i) Expresar en terminos de g a /(x 4- y) -/(x - y). 
ii) Lo mismo respecto de /(x + y) —/(x) — / (y). 



9.23. La funcion h : V 2 K definida por h (x, y) =~g (x, y) es una forma bilineal simetrica 
y la forma cuadratica asociada es f 

9-24. Aplicar 9.7.1., desarrollando </(x),/(y)) y probando que es igual a < x, y >. 

n n 

P-25, A partir de 2^ cq / (v,) = 0, considerar < a,- /( \ { ), f (v ; ) > = 0. 

Se prueba que = 0 para todo j, o sea, /(vi),/(v 2 )./(v„) son linealmente 

independientes y en consecuencia constituyen una base de V que verifica 
</“ (v f ) , f (vy) > = < v f , Vy > = o sea, es ortonormal. 


9-26. Tener en cuenta que P P* = I y que P l = P. 
9-27. Considerar 9.7.5. y que UQ = PU. 


U = 


yr 

2 

2 


yy 

2 


\ 



9-28. Sea A la matriz de /: C" C"; de acuerdo con el ejercicio 8-46, A admite un vector 
propio, o sea existe AeC tal que AZ = XZ. Observar que XeR, segun 9.6.3. 
Considerar que Z = X + iY, donde X e Y pertenecen a R" y premultiplicar por A. 


9-29. i) X, = 


ii)Xr = 


1 

0 



9-30. Xi = 1, X^ =4; por 9.10.1. A es definida positiva. La matriz de vectores ortonormales 



„yi yr \ 

V6 y/T 

_2 _ 1 _ 

\ \/3 i 


es 
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Siguiendo 9.10.2. se forma Dj = 


1 0 
0 2 


y resulta 


/ 


Q = PDj = 


1 

"V3 

2 

V 6 


vf / 


La matriz 


p = lM 
vs \s /2 vr 


ortogonal 

V2 


de ve ctores propios de A = 


1 -%/6 
-\/6 2 


e$ 


La trasformacion de coordenadas esta dada por X = P Y, o sea 

JC ‘ = V? (V5 ' ) '‘ -V^a) 

(V2>r + V3>,) 


=V? 

* (V) = Y‘ B Y A ,«u",t H°= P'A p S Tafto fl' d ° nde P eS n ° ™ gular; en ‘™«s 
suficiente probar que Y' 1) Y = 0 =• Y = 0. Comidera^Y^V’T " ** m " m<l imagcn; es 
9-33. Tener en cuenta el ejercicio 8-17 y 9.13.2. 

9-34. i)p(A) = 3;s = 3. 

u) P (A) = l;s= 1. 

9-35. Considerar 9.11. Se obtiene 


A = 2 \ A i = 6 


9-36. i ) Considerar 9.11. 

ii) Considerar el ejercicio 8-17. 

9-37. A es no singular y A A' es sim^trica. Segun 9 10 2 AA'.^r 

ortogonal tal que Q* A A* Q = D = diae \ defiruda P ositi va. Existe Q 

los valores propios de A A' son positivm pJ’ V ** V’ de acuerd ° c °n 9.9.3., donde 


5 

0 

2 

5 


(■ 

0 

l\ 

2 

0 

1 

0 

+ 11 

0 

0 

0 

2 

0 

-1 


1 

0 

1 

5 


5 / 


2 

W 
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9-38. Aplicando 9-37 se obtiene ASP, donde S 


positiva y P = 


_L 

V3 

s/2 

V3 


sf$ 

1 

s/3 


es ortogonal. 


5 V2\ 
V2 4 j 


es simetrica definida 


9 -J9. Probar que si / es definida positiva, existe una trasformacion no singular X = T Y 
donde T es triangular superior y D (T) = 1, que la reduce a la forma 
g (Y)= D 

g(Y) = Y'DY = 2 cq j'i , donde a f > 0, siendo D = (T _1 ) f A T' 1 . En consecuencia, 
D (D) = D (A) > 0. 

Haciendo x n =0, f se convierte en una forma cuadratica respecto de n - lque sigue 
siendo definida positiva; la correspondiente matriz se obtiene prescindiendo de la 
ultima fila y de la ultima columna de A. Reiterar el procedimiento. 

Para la suficiencia, utilizar el metodo de Lagrange, que consiste en completar 
cuadrados. Siendo a n >0, existe una trasformacion no singular, triangular superior, 
con determinante igual a 1, que la reduce a 


n n 

an 21+S^S bfjztzj 


Probar que b 22 >0, haciendo Xj = Zj = 0 para i = 2,3,...,n, y reiterar el proce¬ 
dimiento. 

9-40. Por ser f definida positiva, segun 9.12.4., existe una trasformacion de coordenadas 
X = P Y que la reduce a la forma 2^ yi ■ 

Se tiene P f AP=1, o sea A = (PP*)" 1 - La trasformacion aplicada a g es tal que 
X f B X - Y f (P* B P) Y, donde P‘ B P es simetrica. En consecuencia, existe una 
trasformacion ortogonal Y^QZ que la reduce a una suma de cuadrados cuyos 
coeficientes son los valores propios de P* B P. 

X* B X = Z‘ (P Q Y B (P Q) Z =.2 \ z] 


n 

Esta trasformacion apUcada a Y e I Y la reduce a .2 z] . La composicion de las dos 
trasformaciones: X = (P Q) Z, reduce ambas formas. 

9-41. Demostrarlo por induccion sobre n = dim V. 
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10-6. Frontera de A es cl conjunto 

( <*i,*j)eR l /l* l l=lA i^ 2 (<2 | u In 2)| 

H’^d* - 2) ’ (1 ’ - 2 )' <« - 2 ), 

*,, nr nr 

mteriores. Puntos exteriores a A ,on lo, qu/satisfacen" Son 


r 2 

x l 


A 


3 + f>’ 

El derivado de A es A; o sea, A es cerrado 

• gBBsS Ssg-. 

todos los ele,nemos de B son puntot l SSSSi diB**' B " C " nid0, Ade ™ s ’ 

3 ‘ 6 i8UaI 3 SU ***** L - P-tos mteriores de C sateen las 

Xl x2 <2 y X 1 >0 y x 7 >1 
10-8. 1. sea A cerrado. Considerar un punto aeA c - result* 

A. Luego, existe S (a, e) / S (a e) n A - a p ^ 3 ”° CS de acui ™lacio n de 
tanto, A es abierto. ^ ’ A - <t>> En consecuencia, S (a, e) C A' y por lo 

A“ a st lle^Tu„a S !™tadSi 6 a iS,e PUHt ° ““ aCUmulaci6 » *> A quo pertenece a 

/«. scan: e, hiperp,a„o rrde ecuacion N' X = t. a e tr y ,a esfera abierta S (a e). 

Considerando b = a+- — o P wrif - 

bienN r b> , , 2 " N " ^ beS(a ’ e) ’ pues b -« = f <e. Altora 

tanl °' b ^‘ punto de tres frontera del. 
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lO-lO. El conjunto del ejercicio 10-6 no es convexo. Los tres conjuntos de 10-7 son 
convex os. 

1041. Probar primero que el conjunto vacio es abierto. Sea | Aj/ieN } una familia 
numerable de abiertos. Si esta familia es vacia, entonces A = U A,- es el conjunto vacio, 

ie N 

y en consecuencia es abierto. Si la familia no es vacia, cada abierto de la mismaes una 
union de esferas abiertas. De este modo, A es la union de tales esferas abiertas, y por lo 
tanto es un conjunto abierto. 

Se ha utilizado la siguiente propiedad: un subconjunto C C R n es abierto si y solo si es 
una union de esferas abiertas. 

J042. Sea j A t f i€l n } una familia fmita de abiertos. Si esta familia es vacia, entonces 

n 

A = n A; es el espacio total, que es abierto (probarlo). Supongamos ahora que la 

i=i 

familia es no vacia; si A es vacio, entonces es abierto. Consideremos entonces que A es 
no vacio y sea a e A. 

Se tiene 

a e A =*• a e A f , Vi =► 3 e ( / S (a, e f ) C A /( para cada i. 

Sea e el minimo del conjunto ( e x , e 2 ,.. e n | . Entonces para cada i se verifica que 

S (a, e)CS (a, e,) 

en consecuencia, para cada i es 

S (a, e)CA, 

por lo tanto S (a, e) C A. Luego, A es abierto. 

1043. Aplicar 10-11, 10-12 y las leyes de De Morgan. 

1044. El casco convexo generado por los puntos dados, es el pentagono convexo de vertices 
(—1,-1), (—1,2), (1,3), (2, 3), (1, -1). Ademas, (0, 0) es combination convexa de 

(1,-1) y (—1, 1), donde t= 

1045. Aplicar la definition de convexidad y de la funcion dada. 

1046. Tener en cuenta que el conjunto solucion del sistema es la interseccion de n 
hiperplanos de R n , y que estos son convexos. 

104 7. Considerar que 

yeC => y = ax donde a>0,xeA. 

Multiplicar por |3 > 0. 

1048. El cono generado por la interseccion de los dos conjuntos esta caracterizado por 

4x 2 +4 y 2 - z 2 < 0 
z > 0 


1049. Utilizar la definicion de cono y de C'. 
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10 -20. Aplicar la definition de &■ y multiplicar por a > 0 

r UtmZ ; 12 deflniCi6n * “ n ° suficiente da sube S p acio 

co„r ar U " VeCtM 2 eC - mUltiP,iCar ‘». y «— e„ cuenta que C, y C 2 son 

J0-2J. Sea x, la canudad de litres de licor / que se destine a la mezcla/, donde /= 1,2,3 y 


R-- 

- -- — _ _ 

/ 

i 

1 2 3 

Disponibilidades 
en litros 

Costo por 
litro 

1 

2 

3 

*n *12 *13 

*21 *22 *23 
*31 *32 *33 

6.000 

7.500 

3.600 

63 

45 

36 

Precio 
de venta 
por litro 

68 57 45 




Objetivo: maximizar 

F = &„-&t 1 ,_ia* ( , + 2 a» J 1 +i 2 * w + 32 ,, 1+21 ^ 

Sujeta a las restricciones: 


+ 9.Y33 


*11 + *12 + *i 3 < 6.000 
*21 + *22 +*23 <7.500 
*31 +*32 +*33 <3.600 
*11 >0.6(x n + x 2i +x 31 ) 

*31 < 0.2 (aTjj +x 2l +X 3l ) 

*32 < 0.6 (x 12 +* 22 +x 23 ) 

*12 > 0.15 (x 12 +x 22 +X 32 ) 

*33 < 0.5 (x J 3 +X 23 +X 33 ) 

X U >0 ,i = 1 , 2 , 3 , /= 1, 2, 3 


especifica el numero de rollos del cortege obti’ene llTiguian," tab'ia^' ^ Variab ' e q “ e 
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Desperdido 


0 l 4 6 7 8 9 10 10 11 12 13 


Minimizar 

F = x 2 + 4 x 3 + 6x 4 + 7x s + 8 x 6 + 9x 7 + m 8 + 10x 9 + llx 10 + \7x n + 13x 12 
Sujeta a las restricciones: 

x t + x 2 > 60 

3 x 3 + 2 x 4 + 2 x s + x 6 + x 7 + x 8 > 85 
Xi +x 4 + 2 x 6 +x 7 + 3x 9 + 2xio +Xn >85 
x 2 +x 5 +x 7 + 2 x 8 +X 10 + 2xn + 3 x j2 >50 
x ; ->0 , 7 = 1 , 2 ,..., 12. 
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